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Problema 1

Se tienen las siguientes 3 cartas:

a. El leon y los cuadrados no estan uno a la par del otro.

b. A la izquierda del tridngulo, hay un circulo.

Determinar el orden en que se han ubicado las cartas.

Solucioén.

La primera condicién que nos dan nos obliga a colocar separadas la carta que tiene el leén y la que
tiene los cuadrados; es decir, ambas van en los extremos y por tanto, la carta del triangulo va al medio.

Por otra parte, de la segunda condicion se puede concluir que la carta que tiene al leén y el circulo van
de primero. Asi, el orden de las cartas es: la del leén y el circulo, la del tridngulo, la de los cuadrados.

Problema 2

Alejandra dibuja un esquema con 8 circulos y quiere pintar cada uno de ellos de verde, azul o amarillo.
Para divertirse un poco, decide que aquellos circulos que estan unidos por una linea no sean pintados
del mismo color. Determinar cudles circulos se puede decir con seguridad que seran pintados del mismo

color.
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Solucion.

De acuerdo al enunciado, aquellos circulos que estén unidos por una linea no pueden pintarse del
mismo color. Eso quiere decir que aquellos circulos que estan mas restringidos son el @, ®, ® y ® ya
que de ellos salen dos lineas. Por ejemplo, cuando se elige el color para @, el circulo del @ puede ser
pintado de azul o amarillo y no tiene otra restriccion.

Supongamos que pintamos de verde el @. Eso nos limita a pintar el ® y el ® de azul o amarillo.
Supongamos entonces, que pintamos el ® de azul; como el ® estd unido al @ y al ® y ya estan
coloreados de verde y azul, respectivamente, el ® debe ir pintado de amarillo.

Luego, el ® esta unido al @ y al ®, los cuales estan pintados de verde y amarillo; eso quiere decir que
debe pintarse de azul.
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Al observar el esquema, los dos circulos que quedan pintados del mismo color son el ® y el ®.

No importa cémo se comiencen a colorear los circulos ni de déonde se inicie, el ® y el ® siempre
quedaran pintados del mismo color.

Problema 3
Beatriz dibuja con un molde cinco tridangulos iguales y un cuadrado, formando las tres figuras que se
muestran a continuacion.

Beatriz identifica que la figura A tiene 54 ¢cm de perimetro, la figura B tiene 60 cm de perimetro y la
figura C tiene 34 ¢m de perimetro. Determinar la longitud de cada uno de los lados del triangulo.

Solucion.

Identificaremos los lados del triangulo por un color diferente cada uno:
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De las figuras que formo6 Beatriz puede deducirse de la B que el perimetro del tridngulo es:

,\/I 60 =2 =30 cm

Por otra parte, del perimetro de la figura C' se puede calcular la suma de dos lados del triangulo, la
cual se obtiene de dividir 34 entre 2:

34+-2=17cm

Esto quiere decir que si a 30 cm le restamos 17 ¢m, obtenemos la medida del lado rojo del tridngulo:

I> 30— 17 = 13 em

De la figura A se puede observar que el lado del cuadrado es igual a uno de los lados del triangulo.
Eso quiere decir que si al perimetro de la figura A le quitamos el perimetro del tridngulo, obtenemos
la suma de dos lados del cuadrado:

54 — 30 =24 em

Entonces, el lado azul del cuadrado mide 24 =2 = 12 ¢m. Finalmente, el lado verde del triangulo mide
30—-13—-8=9cm.

Problema 4

Mario tiene 50 cubitos cuyas caras opuestas son del mismo color: rojas, blancas o negras. Con todos
ellos decide formar una culebra pero cada vez que cambia de direccién, cambia la posicién del cubito,
como se muestra a continuacion:

1 2 3 4 1
rosone: (1§~~~ @~ 9~ 10 -



Determinar la posicion del tdltimo cubito que coloca Mario en la culebra.

Solucion.

Nos centraremos en como van cambiando los cubitos a partir de donde muestra la siguiente figura.
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Al observar la culebra, podemos identificar que al llegar al punto donde se encuentra la ultima flecha
se han utilizado las 4 posiciones una vez. En ese momento, hay 8 cubitos y los 3 que se colocaron al
inicio. Por otra parte, se puede observar que antes de cambiar de direccién se utilizan dos cubitos en
la misma posicion. En la siguiente figura se muestra cémo van quedando las posiciones de los cubitos
conforme va cambiando de direccién la culebra:

Si continuamos contando de ese modo se observa que cada 8 cubitos se han utilizado las 4 posiciones.
Asi, cuando se han utilizado 3 + 8 x 5 = 43 cubitos, el ultimo que se ha colocado es en la posicion 1.
A partir de aqui, falta colocar los ultimos 7 cubitos. Si colocasemos 8, el 1ltimo estaria en la posicién
1, por lo que eso nos permite concluir que el dltimo cubito que se coloca es en la posicion 1.

Problema 5

Fernando coloca 5 niimeros en una cuadricula para un reto matematico de la escuela. Desafortunadamente
olvidé el cuaderno donde apunté el problema, pero él recuerda los datos que se muestran y la siguiente
informacion:

a. El producto de los primeros tres nimeros es 540.
b. El producto de los tres niimeros centrales es 216.

c. El producto de los tltimos tres niimeros es 144.

Determinar el nimero que va al centro de la cuadricula.

Solucién.

= De la primera condicién se puede establecer que el producto de los niimeros de las casillas 2 y
3 es 540 + 5 = 108.



= De la tercera condicion se puede establecer que el producto de los nimeros de las casillas 3 y 4
es 144 +~ 8 = 18.

Observemos que con estas dos operaciones que hemos realizado hay un ntimero en comun: el niimero
que va al centro. Si dividimos el producto de los tres nimeros centrales por 108 obtenemos el valor
del nimero de la casilla 4; es decir, 216 +~ 108 = 2 es el niimero que va en la cuarta casilla.

De igual forma, 216 + 18 = 12 es el niimero que es el nimero que va en la segunda casilla. Finalmente,
para obtener el nimero que va al centro, puede dividirse ya sea 108 entre 12 o 18 entre 2 y obtendremos
el namero que va en la casilla central.

Asi, el nimero buscado es 18 -2 = 9.



Problema 1

XX OLIMPIADA NACIONAL DE MATEMATICA
QUINTO GRADO

A continuacién se muestra una pista de obstaculos en forma de laberinto. Si solo es permitido avanzar
hacia arriba y hacia la derecha, determinar el total de posibles rutas en que se puede ir desde el Inicio

hasta el Final.

Solucion.

Inicio

Final

En la siguiente figura se han marcado tres puntos A, B y C' de manera que nos permitan hacer el

conteo.

Inicio

= Los caminos que pasan por A son 3.

Inicio =~

Final

Inicio =

= Los caminos que pasan por B son 3.

Final

Final

Final
H N ‘

Inicio =~




Final Final Final
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Inicio =— Inicio =— Inicio —I_
= Solo hay un camino que pasa por C.

= Final

Inicio

Por lo tanto la cantidad de caminos son 3 +3+1=7.

Problema 2

Un cuadrado de perimetro 96 cm se ha formado apilando doce cuadrados mas pequenos como se
muestra en la figura. Determinar el area del triangulo sombreado ABC.

Solucion.

El lado del cuadrado que se ha formado es %1—6 = 24 c¢m, por lo que el lado de los cuatro cuadrados del

lado izquierdo es %4 = 6 cm, luego el lado de los dos cuadrados de abajo es 242—’6 =9 c¢m. Por lo que

el lado de los cinco cuadrados del lado derecho es 22=2 = 3 cm, y asi el lado del cuadrado arriba en el

5
centroes 24 —6 — 3 =15 em.

La respuesta se encontrara por diferencia de areas. Con los datos de los lados de los cuadrados se tiene
la siguiente figura.
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De la figura anterior, se tiene que

15x9 21 x3 18x12

=171 em?.
5 5 5 71 em

(ABC) =18 x 21 —

Problema 3
Una cuadricula tiene 47 filas y 100 columnas, y se encuentra numerada como se muestra en la figura:
se inicia numerando hacia abajo en las primeras dos columnas, luego hacia arriba en las siguientes
dos columnas, y asi se continia alternadamente. Encontrar el nimero de fila y columna donde se
encuentra 2020.

1 |48 1411

[e &)
M
©

2 | 49 | 140|187 180

3 | 50 (139|186 |191

47 4 5 11421235

Solucion.

Cada 47 nimeros hay un cambio de columna, por lo que se dividira 2020 entre 47 para encontrar el
nimero de la columna donde se encuentra 2020.

2020 = 47 x 42 + 46, asi el mayor nimero de la columna 42 es 42 x 47 = 1974, y en la columna 43 se
colocaran los 46 numeros restantes para llegar a 2020.

Para encontrar el nimero de fila es necesario determinar en qué direccién se numera la columna
43. Dado que se numera dos columnas hacia abajo, dos columnas hacia arriba, y asi sucesivamente,
entonces el patron de la direccion de numeracion se repite cada 4 columnas.

Como 43 = 4 x 10 4 3, entonces en la columna 4 x 10 = 40 se finaliza un ciclo, y en la columna 41 se
inicia nuevamente numerando hacia abajo, por lo que la columna 42 también se numera hacia abajo,
y la columna 43 se numera hacia arriba.



Entonces los 46 niimeros restantes para llegar a 2020, se ubicaran en la columna 43 hacia arriba, y
dado que la cuadricula tiene 47 filas, 2020 serd colocado en la segunda fila.

Solucion 2.

El patrén se repite cada cuatro columnas, es decir cada 47 x 4 = 188 ntimeros. Ya que 2020 = 188 x
10 4 140, entonces en la fila 1 de la columna 4 x 10 = 40 se habra colocado al nimero 47 x 40 = 1880,
y aun faltan 140 niimeros por colocar.

Ya que en la columna 41 se inicia nuevamente el patron numerando hacia abajo, y ademéas 140 =
47 x 2 + 46, entonces en la fila 47 de la columna 40 + 2 = 42 se encuentra el nimero 42 x 47 = 1974,
y en la columna 43 se colocaran de abajo hacia arriba a los 46 niimeros restantes para llegar a 2020.

Ya que la cuadricula tiene 47 filas, entonces 2020 estd en la fila 2 de la columna 43.

Problema 4 (Problema modificado del problema 17 la olimpiada Giochi di Archimede 2019)

En un concurso se tienen cuatro ruletas de colores diferentes: rojo, azul, amarillo y verde, cada una
dividida en doce secciones numeradas del 1 al 12. Si cuatro concursantes giran a la vez las cuatro
ruletas, encontrar el nimero total de posibilidades en las que el producto de los cuatro nimeros
obtenidos en las ruletas sea 24. Por ejemplo, las ruletas de la figura siguiente muestran el resultado
rojo 4, azul 4, amarillo 4, verde 4 y su producto es 256.
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Solucion.

Dado que 24 = 2 x 2 x 2 x 3 y cada uno de los cuatro factores debe ser menor o igual que 12, se tienen
los siguientes casos:

Caso 1: 2, 2, 2, 3. Hay 4 posibilidades ya que 3 puede aparecer en cualquiera de las cuatro ruletas, y
el resto tendran 2.

322 2 2322 2232 2223

Caso 2: 1, 2, 3, 4. Hay 24 posibilidades distintas.

12314 2134 3124 41 2 3
1243 2143 3142 41 3 2
1324 2314 3214 4213
134 2 2341 3241 4 2 31
1423 2413 3412 4 31 2
143 2 2431 3421 4 321



Caso 3: 1, 2, 2, 6. Hay 12 posibilidades distintas.

1226 2261

1 26 2 2 6 1 2

1622 26 21

2126 612 2

216 2 6 21 2

2216 26 21
Caso 4: 1, 1, 4, 6. De forma anéloga al caso anterior, hay 12 posibilidades.
Caso 5: 1, 1, 3, 8. De forma analoga al caso 3, hay 12 posibilidades.
Caso 6: 1, 1, 2, 12. De forma andloga al caso 3, hay 12 posibilidades.

La respuesta es 4 + 24 + 12 + 12 + 12 + 12 = 76 posibilidades.

Problema 5

En una ciudad hay tres tipos de personas: los honestos que siempre dicen la verdad, los mentirosos
que siempre mienten, y los indecisos que también mienten siempre, pero solo hablan si la persona que
habl6 antes de ellos es honesta, por esta razon los indecisos nunca pueden iniciar una conversacion.
Cierto dia se retinen cinco amigos y en el siguiente orden hacen cinco afirmaciones:

Ana: “Carlos es honesto”

Bernardo: “Ana es mentirosa”

Carlos: “Daniela es honesta”

Daniela: “Bernardo es de mi tipo”

Ernesto: “Bernardo miente”

Determinar de qué tipo son Daniela y Ernesto.

Solucion.

Ya que Ana habla primero, no puede ser indecisa. Notar que Ana tampoco puede ser honesta, porque
de ser asi, Carlos seria honesto, lo que a su vez implica que Daniela es honesta, por lo que Bernardo
también lo seria, y asi Ana serfa mentirosa, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, Ana es mentirosa, entonces Bernardo dice la verdad, por lo que Bernardo es honesto.

<A—h C-h——D-h——>B-h——A-m X
A-m ——B-h /
Por otra lado, al ser Ana es mentirosa, Carlos no es honesto, por lo que puede ser mentiroso o indeciso.

Si Carlos es mentiroso entonces Daniela puede ser mentirosa o indecisa, pero Daniela no puede ser
indecisa pues implicaria que Carlos es honesto, asi tenemos que Daniela es mentirosa, y no hay
contradiccién porque Bernardo es honesto. Por lo tanto, si Carlos es mentiroso, entonces Daniela es
mentirosa.

En el caso que Carlos sea indeciso, entonces Bernardo es honesto y no hay contradiccién; ademas
ya que Carlos miente, entonces Daniela puede ser mentirosa o indecisa, pero no puede ser indecisa
porque eso implicaria que Carlos es honesto; asi Daniela debe ser mentirosa, y nuevamente no hay



contradiccion ya que Bernardo es honesto. Por lo tanto si Carlos es indeciso también se concluye que
Daniela es mentirosa.

Asi en cualquier caso tenemos que Ana es mentirosa, Bernardo es honesto y Daniela es mentirosa,
lo cual implica que Ernesto estd mintiendo, y no puede ser indeciso pues Daniela es mentirosa, asi
Ernesto es mentiroso.

A continuacién se presenta un diagrama que muestra las distintas situaciones.

D—i —C—-h X
C’—m<
D—m\/

D—i ——C—-h X
C—z’<
D—m\/
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Problema 1

Hay 2020 casas ubicadas en fila, las cuales seran pintadas de azul o blanco. Los habitantes no quieren
que haya tres casas seguidas pintadas del mismo color. Determinar la mayor cantidad de casas que se
pueden pintar de azul.

Solucion.

Imaginemos que las casas estan numeradas y calculemos la cantidad de grupos de casas que resultan
al contarlas de tres en tres:

2020 3 = 2020=3x673+1

1 673

Por tanto hay 674 bloques:
(1,2,3),(4,5,6),(7,8,9),...,(2017,2018,2019), (2020).

Cada uno de los bloques puede tener a lo sumo dos casas pintadas de azul, por lo que como maximo
pueden haber 2 x 673 + 1 = 1347 casas pintadas de azul. Una configuracién posible es que las casas
en los 673 bloques se pinten de color azul, azul, blanco y la ultima de color azul.

Problema 2 (Propuesto por Mario Alexis Ruiz)
La siguiente figura se ha construido traslapando 2020 hexdgonos regulares de drea 1 ecm?. Calcular el

area de la figura construida.

Se divide la figura en areas que no se traslapan de la siguiente manera:

Luego se calcula el area de la figura: 1+ % 2019 = 1347 em?.

Solucion.



Problema 3 (Propuesto por Mario Aleris Ruiz)

Carlos ha extraido dos quintas partes de un tornillo que esta incrustado en la superficie de una mesa.
Cada vez que hace un empuje al tornillo con la llave, lo gira 135° y extrae 0.75 mm de altura.
Sabiendo que para extraer las dos quintas partes, el tornillo ha dado 45 giros completos, cada uno de
360°, calcular la longitud del tornillo y la cantidad de giros necesarios para sacar la parte restante que
estd incrustada en la mesa.

Solucioén.

Carlos ha girado el tornillo un total de
360° x 45 = 16200°,

entonces la cantidad de empujes que ha dado la llave es % = 120.

Lo que significa que se ha extraido 0.75 x 120 = 90 mm del tornillo, y ya que esto equivale a dos
quintos del total del tornillo, entonces el tornillo mide

90 x 5

5 = 225 mm.

Por otro lado, como extraer % del tornillo ha requerido 45 giros completos, entonces extraer + va a

5
requerir % = 22.5 giros, por lo que extraer los % restantes llevara

3 X 22.5 = 67.5 giros

Problema 4 (Propuesto por Maria Cecilia Martinez)

Se tienen dos piezas rectangulares iguales pero de colores invertidos, como se muestra en la siguiente
figura. Si se sabe que el drea sombreada en la Pieza 1 es 48 em? y que la suma de las longitudes
a+b+c+d+ e es 36 cm, calcular el valor de la altura de cada pieza rectangular.

Pieza 1 Pieza 2

Solucién.
La suma de las longitudes es el triple de la base de cada pieza, por lo que la base mide :‘}3—6 =12 em.

Se dividira la Pieza 1 en seis rectangulos:



Notar que en cada rectangulo, la parte sombreada ocupa la mitad del area del dicho rectangulo, por
lo que el area total de la zona sombreada es la mitad del area de la Pieza 1. Dado que esta area es
48 ¢cm?, entonces el 4rea de la Pieza 1 es 2 x 48 = 96 cm?.

Luego, como que su base mide 12 ¢m, entonces su altura mide % =8 cm.

Problema 5 (Propuesto por Mynor Melara)

En el bosque encantado hay una planta magica que el 31 de diciembre de cada ano, a las 11 de la
noche pierde todas sus hojas y le brota una flor con 100 pétalos. Desde el 1 de enero, cada dia a las 2
de la tarde a la planta le crecen 3 hojas y pierde 2 pétalos, hasta que la flor se queda sin pétalos. A
partir de entonces, cada dia que pasa, a las 2 de la tarde a la planta le crece solo una hoja adicional.
Ademas, la planta pierde la mitad de sus hojas cada vez que a las 6 de la tarde el niimero de hojas es
igual al de pétalos. Calcular la cantidad de hojas que tendra la planta el 31 de diciembre del 2020 a
las 10 de la noche.

Solucion.

Desde el 1 de enero, cada dia que pasa, a la planta le crecen tres hojas y pierde dos pétalos, lo cual
se muestra en la siguiente tabla:

Dias 1121314516 7[8]9]10
Hojas | 3 | 6 | 9 | 12|15 |18 |21 |24 |27 | 30
Pétalos | 98 [ 96 | 94 | 92 | 90 | 88 | 86 | 84 | 82 | 80

Dias |11 |12 13|14 15|16 |17 |18 |19 |20
Hojas | 33 |36 | 39 | 42 |45 | 48 | 51 | 54 | 57 | 60
Pétalos | 78 | 76 | 74 | 72 | 70 | 68 | 66 | 64 | 62 | 60

Entonces a los 20 dias, la planta tendra el mismo ntimero de hojas que de pétalos y perdera la mitad
de las hojas, quedando con 30 hojas y 60 pétalos. Luego, las hojas y pétalos contintian creciendo como
se muestra a continuacion:

Dias 2112212312425 26
Hojas | 33|36 |39 | 42 | 45 | 48
Pétalos | 58 | 56 | 54 | 52 | 50 | 48

Aqui la planta vuelve a perder la mitad de las hojas, quedando con 24 hojas, 48 pétalos y continia el
proceso:

Dias 27 128 129 | 30 | 31
Hojas | 27 | 30 | 33 | 36 | 39
Pétalos | 46 | 44 | 42 | 40 | 38

A partir del dia 31 la planta tendra menos pétalos que hojas, por lo que ambos nimeros ya no podran
ser iguales y la planta ya no perdera mas hojas.



Como quedan 38 = 19 x 2 pétalos, en 19 dias méas la planta se quedard sin pétalos, teniendo a los
31 4+ 19 = 50 dias, 39 + 19 x 3 = 96 hojas.

A partir de ese momento, cada dia a la planta le crecera solo una hoja y como 2020 es bisiesto, faltan
366 — 50 = 316 dias para el 31 de diciembre.

Por lo tanto, el 31 de diciembre del 2020 a las 10 de la noche, la planta tendra 96 + 316 = 412 hojas.
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Problema 1

La balanza de la figura esta equilibrada y cada objeto pesa una cantidad entera de gramos mayor que
cero. Si la suma de los pesos de todos los objetos es menor a 2020 gramos, determinar el mayor peso
que puede tener el objeto marcado con X.

Solucion.

Para estar equilibrados, todos los objetos del lado derecho de la balanza suman la mitad del peso
total. Ademads, se observa en la figura que el triangulo debe pesar igual que el circulo, el pentagono y
el cuadrado juntos, lo que debe ser la mitad de la mitad del peso total, equivalente a un cuarto del
peso total. Luego, el pentdagono junto con el cuadrado deben sumar un octavo del peso total.

Como el cuadrado debe pesar el mayor nimero entero de gramos posible, el peso total debe ser lo
mayor posible, asi que se busca el mayor niimero entero tal que su octava parte sea entera y que sea
menor a 2020. Como 2016 es el mayor nimero divisible entre 8 y menor a 2020, se tiene que el peso
total de los objetos es 2016 gramos y el peso del cuadrado y el pentdgono juntos es la octava parte de
2016, lo cual da 252 gramos.

Finalmente, como el cuadrado debe pesar lo més posible y el peso del pentdgono es un niimero entero
mayor que cero gramos, el pentagono debe pesar al menos 1 gramo y por lo tanto, el mayor peso
posible para el cuadrado marcado con X es de 251 gramos.

Solucion 2.

Como se desea que el peso del objeto marcado con X sea el mayor posible y dado que el peso total
de los objetos debe ser menor a 2020, se puede probar con 2019 gramos como el peso total, pero ese
valor no es aceptable porque para estar en equilibrio los pesos de los objetos a la derecha de la balanza
suman un numero entero de gramos igual a la mitad del peso total, pero la mitad de 2019 no es entera.

Si el peso total fuera 2018 gramos, los pesos a la derecha de la balanza sumarian 2018 = 2 = 1009
gramos, pero este numero debe dividirse de nuevo a la mitad, puesto que el triangulo pesa igual que el
circulo, el pentdgono y el cuadrado juntos. Como la mitad de 1009 no es entera, se descarta también
que el peso total de los objetos sea 2018. Por similar razén que el 2019, el peso total de los objetos
no puede ser 2017 gramos, ni algin otro nimero impar.

Si se prueba con 2016 gramos siendo el peso total de los objetos, para estar en equilibrio, todos los
objetos en la derecha de la balanza pesan 2016 <+ 2 = 1008 gramos, luego, el pentdgono, el circulo y
el cuadrado pesan juntos 1008 <+ 2 = 504 gramos y entonces, el cuadrado y el pentagono pesan juntos
504 =+ 2 = 252 gramos.

Ahora, como el cuadrado debe pesar lo més posible y el peso del pentdgono es un nimero entero
mayor que cero gramos, el pentdgono debe pesar al menos 1 gramo y por lo tanto, el mayor peso



posible para el cuadrado marcado con X es de 251 gramos.

Problema 2(Propuesto por Mynor Melara)

Andrea construyé un molinito mecanico de cuatro aspas, con una de ellas de color rojo. Luego, lo
programé para que haga 2020 movimientos consecutivos, cada uno de los cuales consiste en que sus
aspas roten 60° en sentido horario. Determinar el menor angulo que le hara falta rotar al molinito
para que el aspa roja vuelva a su posicion original, a partir de la posicion en que queda luego de hacer
los 2020 movimientos.

Posicién original Primer movimiento Segundo movimiento
NOO

60°

Solucion.

Como en cada movimiento del molinito las aspas rotan 60°, una rotacion completa tiene 360° y
360 = 60(6), se tiene que cada 6 movimientos el molinito regresa exactamente a su posicién original.

Ademas, por el algoritmo de la divisién se tiene que 2020 = 336(6) + 4, asi que, después de los 2020
movimientos, al molinito le haran falta dos movimientos para regresar a la posicién original, lo que
significa que le hard falta rotar 2(60°) = 120° en sentido horario para que el aspa roja quede en su
posicion original.

Problema 3(Propuesto por Mynor Melara)

Con las cuatro tablitas rectangulares de 2 ¢m por 4 ¢m y la tablita cuadrada de lado 2 em, que se
muestran a continuacion, se desea formar un cuadrado de lado 6 ¢m. Determinar el niimero de disenos
diferentes que existen para el cuadrado a formar, si las tablitas de igual color no deben hacer contacto,
salvo tal vez en un punto en sus esquinas. Aquellos disenios que al rotarlos pueden hacerse coincidir

se consideran iguales.

Solucion.

Como la tablita cuadrada es negra y hay una tablita rectangular negra, ocurre que la tablita cuadrada
no puede ir al centro del cuadrado de lado 6 c¢m porque ambas tablitas negras harian contacto.
También, es imposible formar el cuadrado de 6 ¢m colocando la tablita cuadrada al centro de un
borde del cuadrado de lado 6 ¢m, por lo que la tablita cuadrada solamente puede colocarse en las
esquinas.

Como los disenos que al rotarlos coinciden cuentan como el mismo, basta colocar la tablita cuadrada
solo en una de las esquinas, asi que se colocard en la esquina superior derecha y entonces hay tres
opciones para colocar las tablitas rectangulares que haran contacto con los lados de la tablita cuadrada,
sin elegir atin su color el cual solo puede ser rojo o blanco:



A B C
En cada una de esas tres opciones, las dos tablitas rectangulares colocadas pueden ser una roja y una
blanca. Solo en la opcién A pueden ser ambas rojas, porque en las otras dos opciones estan haciendo
contacto entre si y deben tener distinto color. De hecho, dado que las dos tablitas rojas no deben
hacer contacto, para las opciones B y C solo hay una manera de completar cada una y seleccionar

el color de las tablitas, esto es colocando las tablitas rojas en bordes opuestos, como se muestra a
continuacion:

Luego, para la opcién A, en el caso que una de las tablitas ya colocadas es roja y la otra blanca, una
vez decidido cudl de las dos es roja, solo hay una manera de completarla para que las tablitas rojas
no queden juntas, por lo que se tendrian dos disenos mas:

=

Finalmente, para el caso que en la opcién A las dos tablitas ya colocadas son rojas, entonces hay
cuatro maneras de completarla, dado que la tablita blanca y la negra ya no tendrian restricciones
para llenar el espacio cuadrado de lado 4 cm que falta:

=

Por lo tanto, existen 8 disenos diferentes para el cuadrado de lado 6 cm que se desea formar con las
cinco tablitas.

Problema 4

En la figura siguiente, ABC'D es un paralelogramo de drea 24 em?. También CEFG es ‘un paralelogramo,
tal que £ es un punto sobre el segmento BC'y G es un punto en la prolongacién de DC'. Si C'G mide
la mitad que DC"

a. Calcular el 4rea de la regién sombreada cuando E es el punto medio de BC'.

b. Demostrar que al calcular el area de la region sombreada, para cualquier posiciéon de E sobre
BC', siempre se obtiene el mismo valor.



Solucion.

a. Si E es el punto medio de BC, trazando dos segmentos de recta que unan los puntos medios de
los lados opuestos del paralelogramo ABCD, que tiene 24 cm? de area, éste queda dividido en
cuatro paralelogramos congruentes, cada uno de drea 6 ¢m?. Como C'G mide la mitad que DC
y E es el punto medio de BC, se tiene que el paralelogramo FFGC' es congruente con cada uno
de esos cuatro paralelogramos. Luego, completando la figura con un punto H tal que AHGD
sea un paralelogramo, se observa que ese paralelogramo queda dividido en seis paralelogramos
congruentes, de drea 6 cm? cada uno, como muestra la imagen siguiente:

» T
|
]

Q

LY

Luego, por ser la mitad de uno de los paralelogramos, el trisngulo BFE tiene 3 ¢cm? de drea y
si al paralelogramo I F'GD, que tiene 18 cm? de 4rea, se le quita el tridngulo F'G D, que tiene 9
em? de 4rea por ser la mitad de IFGD, y se quita el tridngulo IED, que tiene 6 ecm? de 4rea
por ser la mitad de IEC'D, queda el tridngulo EF D con area 18 cm? — 9 em? — 6 cm? = 3 cm?.
Por lo tanto, el area sombreada que corresponde al area de los tridgulos BFE y EFD, mide 6
cm?.

b. Si E es cualquier punto sobre BC, entonces el tridngulo EF D tiene igual drea que el triangulo
EFC, porque siendo CD paralelo a EF, ambos tridangulos tienen igual altura si se considera
EF como la base de ambos.

Luego, el drea sombreada es igual al drea del tridngulo BFC. Enotnces, considerando BC' como
la base del tridngulo BFC, la altura de BFC corresponde a la distancia entre BC' y la paralela
a BC que pasa por G. Como esa distancia no cambia aunque cambie la posicién de E sobre BC,
se concluye que el drea de BF'C' no cambia cuando cambia la posicién de F y asi, la medida del
area sombreada es igual para cualquier posicién de E en BC.

Solucion 2.

Si F es cualquier punto sobre B_C’,_entonces el tridngulo E'F'D tiene igual area que el tridangulo EF'C,
pues dado que C'D es paralelo a F'F, ambos tridangulos tendrian igual altura si se considera E'F' como
la base de ambos.



Luego, el drea sombreada es igual al drea del tridgngulo BFC. Considerando BC como la base del
trigngulo BFC, se tiene que su altura corresponde a la distancia entre los segmentos FG y BC, por
ser paralelos. Como C'G mide la mitad que DC' y BC' es paralelo con AD, se tiene que la distancia
entre los segmentos F'G y BC' es la mitad de la distancia entre BC'y AD, es decir que la altura del
tridangulo BFC' es la mitad de la altura del paralelogramo ABC'D y las bases de ambos tienen igual
medida.

Luego, el area del tridngulo BFC' es la mitad del area de un paralelogramo que tenga igual base e
igual altura, y a su vez, el area de este paralelogramo que tendria igual base que ABCD pero con la
mitad de su altura, serfa igual a la mitad del drea de ABCD, que es 24 ecm?. Por tanto, el drea de
BFC es la mitad de la mitad de 24 ¢m?, asi, el drea de BFC es 6 cm? para cualquier posicién de E
sobre BC. En particular, el drea de BFC es 6 cm? cuando E es el punto medio de BC.

Solucion 3.

Considerando el caso extremo en que E coincida con C| se tiene que el drea sombreada se reduce al
tridngulo BGC'. Esto lleva a suponer que si F es cualquier punto sobre BC, el drea sombreada mide
igual que el drea del triangulo BGC.

De hecho, el tridngulo BGC' esta compuesto por los triangulos BGE y EGC'. Se tiene que el area de
BGE es igual al 4rea del tridangulo BFE, por tener a BE como base comiin y tener igual altura al ser
FG paralelo a BE. También, el drea de EGC mide igual que el drea de EF D, pues al ser EFGC un
paralelogramo, se tiene que EF mide igual que CG y al considerar EF como la base de EFD y CG
como la base de EGC, entonces ambos tridngulos tendrian también igual altura por ser DG paralelo
a EF.

Entonces, el area sombreada es igual a la suma de las areas de los triangulos BFE y EF D, que a su
vez tienen igual area que los tridngulos BGE y EGC, respectivamente, los cuales forman al tridngulo
BGC, lo cual confirma la suposicion.

Como el area del triangulo BGC' es fija, se concluye que el area sombreada tiene igual valor para
cualquier posicion de E sobre BC'.

Luego, considerando el punto H tal que AHGD sea un paralelogramo y trazando el segmento que
une los puntos medios de AB y CD, como C'G mide la mitad que DC, se tiene que AHGD queda
dividido en tres paralelogramos congruentes con BHGC, dos de los cuales forman a ABC'D que tiene
drea 24 cm?, asi, el drea de BHGC es 12 em?. Como el tridngulo BGC es la mitad de BHGC, se
concluye que el drea de BGC es 6 cm?, que también es lo que mide el drea sombreada para cualquier
posicién de E sobre BC. En particular, el drea de BFC es 6 cm? cuando E es el punto medio de BC.

Problema 5 (Propuesto por Mynor Melara)

Jorgito lleno las casillas de la pirdmide de la izquierda con nimeros naturales de manera que, a partir
de la segunda fila, el niimero en cada casilla es el producto de los niimeros en las dos casillas que estan
inmediatamente abajo de ella. Luego, Jorgito completara con las mismas condiciones la pirdmide de
la derecha, pero desea que el nimero N sea un nimero de cinco cifras de la forma abcab y que el
nimero M sea menor a 20. Determinar todos los valores posibles de N.

Observacion: El nimero 2020 es un nimero de cuatro cifras de la forma abab.

2020 N
10 | 202
5 2 101 11 M




Solucion.

Como N es de la forma abcab y es multiplo de 11, por el criterio de divisibilidad entre 11 se tiene que
(a+c+b)— (b+a) = c debe ser un digito multiplo de 11, por lo que debe ser ¢ =0y asi N es de la
forma abOab.

Luego, tomando algunos nimeros de la forma abOab, por ejemplo 10010 = 2(5)(7)11)(13), 11011 =
7(11)2(13), 12012 = 22(3)(7)(11)(13), 13013 = 7(11)(13)2, 14014 = 2(7)2(11)(13), 15015 = 3(5)(7)(11)(13),
da la impresién que 7, 11 y 13 siempre aparecen como factores y en ese caso N seria miltiplo de
7(11)(13) = 1001. De hecho, esto es cierto porque por ejemplo 15015 = 15000 4 15 = 1000(15) + 15 =
1001(15) y en general N = abOab = ab000 + ab = 1000(ab) + ab = 1001 (ab), donde ab serfa un niimero

de dos cifras. Luego, N = 7(11)(13)(ab).

Por otro lado, debido al proceso de llenado de la piramide, el niimero /N en la cima de la piramide es
igual al producto de 11 por M por el cuadrado del niimero que se escriba abajo, en la casilla junto al
11. Es decir, N = 11(0)?(M), donde T debe ser llenado con algin ntimero natural.

Como N debe tener al menos un factor 7 y al menos un factor 13, si el espacio en el [J es llenado con
el producto 7(13), entonces se tendria N = 11 (7(13))* (M) = 11(7)%(13)%(M) = 1001(91)(M), por
lo que M solo podria ser 1 y tampoco se podria agregar otro factor més al 7(13) dentro del O, asi
N =91091.

Luego, se tiene la opcion que uno de los nimeros 7 o 13 sea un factor dentro de [ y el otro sea un factor
de M. Entonces, si 13 es factor de M, la tnica opcién es M = 13y N = 11(7)%(z)*(13) = 1001(7)(z?),
donde x es un nimero natural, asi, x solo puede ser 2 0 3 y N = 28028 o N = 63063.

Si 7 es factor de M hay dos opciones: M =7 o M = 14, asi N = 11(13)%*(y)*(7) = 1001(13)(y)? o
N = 11(13)%(y)?(14) = 1001(26)(y)?, de donde las tinicas opciones son y = 1 o y = 2 para el primero
y y = 1 para el segundo, asi puede ser N = 13013, N = 52052 o N = 26026.

Finalmente, se observa que no puede ser que dentro de [J no haya alguno de los factores 7 o 13, porque
entonces ambos serian factores de M, que debe ser menor a 20.

En conclusién, los seis valores posibles de N son: N = 91091, N = 28028, N = 63063, N = 13013,
N = 52052 y N = 26026.



XX OLIMPIADA NACIONAL DE MATEMATICA
OCTAVO GRADO

Problema 1

Tres grifos se abren y cierran de forma regular: cada uno de ellos se mantiene abierto por unas horas,
y luego queda cerrado la misma cantidad de tiempo. El grifo A se abre por 5 horas, el grifo B por
6, y el grifo C por 8 horas. Los grifos B y C se abren por primera vez al mismo tiempo y el grifo A
se abre 2 horas mas tarde. Determinar dentro de cuantas horas se abriran al mismo tiempo los tres
grifos luego de abrir por primera vez el grifo A.

Solucion.

Si los grifos se abrieran al mismo tiempo, bastaria encontrar el minimo comun multiplo de los tiempos
10, 12 y 16 para determinar cuando se volveran a abrir juntos, dado que cada grifo tiene un ciclo igual
a dos veces el tiempo que pasa encendido:

ciclo = (tiempoencendido) + (tiempoapagado) = 2 * (tiempoencendido).

Es decir: M.C.M(10,12,16) = 240 horas. Sin embargo, el primero de ellos se abre con 2 horas de retraso.
Esto deja tinicamente a los grifos B y C en sincronia, con un ciclo combinado de

M.C.M(12,16) = 48.

horas. Para encontrar la sincronia de estos dos grifos con el primero, retrasado dos horas, debemos
encontrar un multiplo del ciclo combinado de ambos (48) que sea igual a 2 horas més n ciclos completos
del grifo A. Es decir:

48m = 10n + 2.

Donde m es el niimero de ciclos combinados de los grifos B y C que transcurre, y n el numero de ciclos
completos del grifo A en tiempo similar. Como 10n siempre termina en cero, es facil ver que 10n + 2
termina en 2. Ademads, 48m = (40 + 8)m = 40m + 8m, y 40m termina siempre en cero, por lo que es
necesario que 8m termine en 2 para poder resolver la igualdad. Como queremos encontrar el primer
momento en el que coinciden los 3 grifos, necesitamos el menor de todos los m. Basta hacer un par de
pruebas para encontrar que m = 4, multiplicado por 48, da como resultado un nimero que termina
en 2:
48(4) = 192.

Entonces:
48m = 48(4) =192 = 10n + 2 = n = 19.

Con esto concluimos que luego de 190 horas después de abrir el primer grifo, los tres grifos se abriran
al mismo tiempo.

Problema 2

Un libro contiene 30 cuentos, cada uno de los cuales comienza en una nueva pagina. Las longitudes de
los cuentos son 1,2, 3, ..., 30 paginas, pero no necesariamente en ese orden. El primer cuento comienza
en la pagina 1. Determinar el mayor niimero de cuentos que pueden comenzar en paginas impares.



Solucion.

Notemos que un cuento que tenga una longitud de paginas impar empezara en un nimero de pagina
de diferente paridad que el cuento siguiente, mientras que los cuentos de longitud de paginas par
mantendran la paridad con el cuento siguiente. El primer cuento empieza en pagina impar y tenemos
15 cuentos de longitud par que permiten mantener el inicio de los cuentos en un nimero de péagina
impar. Con los 15 cuentos restantes, sin embargo, sélo podremos colocar 8 cuentos iniciando en pagina
impar (el resto cambiard inevitablemente la paridad del cuento siguiente, haciendo que de cada dos
cuentos, al menos uno inicie en pagina par).

Como resultado, tenemos como maximo 15+ 8 = 23 cuentos iniciando en pagina impar. Este maximo
se puede alcanzar colocando primero todos los cuentos de longitud de péaginas par y luego todos los
cuentos de longitud impar.

Problema 3

El 4rea sombreada en la figura es igual a 25 em?. Ademds, se sabe que el lado C'D del rectangulo
CDEF es el doble del lado DFE, y que los semicirculos laterales C'F' y DE tienen centro en A y B,
respectivamente. Determinar el perimetro de la figura.

F B

Solucion.

Sea r el radio del semicirculo con centro en A. Dado que CDEF es rectangulo, tenemos que:
CF=DE=ry=rg=r

Donde r 4, rg son los radios de los semicirculos con radio en A y en B, respectivamente. Ademads, como
CD=2CFyCF=2r=CD =4r.

El drea total del rectdangulo CDEF es CD - CF = (4r)(2r) = 8r2.

El area de los 4 triangulos blancos dentro del rectangulo CDEF' es:

m-OF_F@-CF_%%-CF_Fm-CF__CF
2 2 2 2 2

CF-CD _
==

4r?,

(b1+b2+b3+b4):

El area sombreada dentro del rectangulo CDEF' sera igual al drea total menos el drea blanca:

8r? — 4r? = 4r?.

. .y : 2 , . 2
El drea de cada semicirculo es igual a ", por lo que el 4rea combinada de ambos es (2) %~ = 7.

El 4rea sombreada total es igual a:

25
447

ar? F4r* =25 = r =
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Por otro lado:

= El perimetro de cada semicirculo es igual a 22ﬂ = 7.

= El perimetro combinado de ambos semicirculos es igual a 27r.
» CD+ FE =4r+4r =8r.
Finalmente, el perimetro total de la figura es igual a:

25
4+

8 +2mr =1r(8+2m) = ( ) (8 4+ 2m) = 16.1541.

Problema 4

Maria y Carmen juegan por turnos con un numero de la siguiente forma: si el niimero es par, lo dividen
entre dos, y si es impar, le restan uno. Si Maria inicia el juego con el niimero 22?0 42020, determinar
quién de las dos obtendra el nimero 1 luego de su turno.

Solucion.

Sea b,b,_1b,_s...b1by la representacion binaria de un ntimero m. Si m es par, by = 0, y si m es impar,
by = 1. Dividir el nimero m entre 2 equivaldria a eliminar by, asumiendo m par; restar 1 a m seria
equivalente a cambiar by de 1 a 0, asumiendo m impar.

De esta observacion se observa que el nimero de turnos que Maria y Carmen pueden realizar con un
nimero m es igual a (n — 1) + (r — 1), donde n es el nimero de cifras de la representacién binaria de
m, y r es la cantidad de 1s que dicha representacién tiene. El (n — 1) viene de que al final queda una
unica cifra, el numero 1; el (r — 1) se debe a que b, es siempre 1, y nunca se elimina.

El equivalente de 2020 base binaria es: 2020,p = 111111001005, una representacién de 11 cifras y 7
unos. Si Marfa y Carmen jugaran con este nimero, la partida durarfa (11 — 1) + (7 — 1) = 16 turnos.
Iniciando Marfa, serd Carmen quien obtenga el nimero 1 luego de su turno (Marfa juega turnos
impares, y Carmen juega los turnos pares).

El nimero 22°%° tiene 2021 cifras binarias: 22929 = 1000...000,, un 1 seguido de 2020 ceros. Si a este
numero le sumamos 2020, el nimero de cifras no cambiard (2020 es muy pequeno comparado con
22920) " pero se agregard un 1 a la representacion.

Por lo tanto, iniciar el juego con el nimero 22020 + 2020 implicard (2021 — 1) + (8 — 1) = 2027
turnos. Iniciando Maria, serd ella quien obtenga el niimero 1 luego de jugar uno de sus turno (el turno
(2027 + 1) /2 = 1014).



Problema 5

En la esquina superior derecha de un tablero de 50 x 50 se coloca el nimero 1. Luego, se selecciona
una casilla vacia vecina y se coloca el nimero 2. Este procedimiento se repite seleccionando siempre
una casilla vacia vecina del dltimo nimero escrito, y se escribe el nimero siguiente. Determinar si
es posible, bajo una secuencia de pasos determinada, colocar el nimero 2020 en la esquina inferior
izquierda.

Observacion: Dos casillas se consideran vecinas si tienen un lado en comin.

Solucion.

Enumeremos las columnas del tablero de derecha a izquierda, empezando del 1 hasta llegar al 50, y
las filas del tablero de arriba hacia abajo, empezando siempre desde el 1 hasta llegar al 50. Para cada
nimero 7, llamemos S; a la suma del nimero de columna mas el nimero de fila de la casilla en la que
se encuentra. Por ejemplo, S| = 2, pues estd en la fila 1 y en la columna 1.

Cada vez que nos movemos a una casilla vecina, el nimero de columna o el niimero de fila se mantiene
igual, y el otro aumenta o disminuye en 1. Por ejemplo, si estamos en la columna 1, fila 1, y nos
movemos a la casilla vecina de la fila de abajo, estariamos en la columna 1, fila 2. Eso quiere decir
que si S; es par, S;;1 serd impar. En particular, dado que S; es par, S; sera par si ¢ es impar, y S;
sera impar si ¢ es par.

2020 es un nuimero par, por lo que Ssp99 debe de ser impar. Sin embargo, en la esquina inferior izquierda
tenemos que el niimero de fila mas el numero de columna es igual a 50 + 50 = 100, un ntimero par. En
conclusion, es imposible colocar el niimero 2020 en una casilla cuya suma de nimero de fila y columna
sea par, y, en particular, es imposible colocarlo en la casilla inferior izquierda.



XX OLIMPIADA NACIONAL DE MATEMATICA
NOVENO GRADO

Problema 1

Determinar la cantidad de ntimeros de tres cifras que cumplen las dos condiciones siguientes.

a. Cada una de sus cifras es un primo.

b. El ntmero es divisible por alguna de sus cifras.

Solucion.

Las cifras decimales que son nimeros primos son: 2, 3, 5 y 7. Consideramos tinicamente los ntiimeros
que usan esas cifras. Haremos el conteo por casos con base a la ltima cifra del ntmero.

Caso 1: Nimeros que terminan en 2 o 5. Utilizando los criterios de divisibilidad por 2 o 5 tenemos
que estos numeros son divisibles por su ultima cifra. Dado que las primeras 2 cifras pueden ser
cualquiera de los 4 niimeros, tenemos que existen un total de 4 x 4 x 2 = 32 posibilidades.

Caso 2: Numeros que terminan en 3 y son divisibles por 3. Usando el criterio de divisibilidad
por 3 sabemos que la suma de las primeras dos cifras debe ser multiplo de 3. Usando los nimeros
permitidos, las combinaciones que producen multiplos de tres son: 3+3, 247 y 5+ 7. Las cuales
producen los nimeros 333, 273, 723, 573, 753 para un total de 5 formas.

Caso 3: Numeros que terminan en 3 y son divisibles por 7. En este caso, 7 debe aparecer entre
las cifras, asi que solo existen las posibilidades 273, 373, 573, 723, 733, 753, 773. Revisando las
opciones, obtenemos que solo 273 es divisible por 7, pero ese niimero ya fue considerado arriba.

Caso 4: Numeros que terminan en 7 y son divisibles por 3. En este caso, 3 debe aparecer entre
las cifras. Usando el criterio de divisibilidad por 3 sabemos que la suma de las primeras dos cifras
debe dejar residuo 2 al dividir por 3. Por lo tanto, las combinaciones que cumplen son: 2 + 3,
5+ 3, las cuales producen los ntimeros 237, 327, 357, 537 para un total de 4 formas.

Caso 5: Nimeros que terminan en 7 y son divisibles por 7. En este caso solamente es necesario
verificar que el niimero formado por las primeras dos cifras es miltiplo de 7. Revisando la tabla
del 7 tenemos que solamente hay dos posibilidades: 35 y 77, las cuales producen 357 y 777. De
los anteriores, solamente el nimero 777 no ha sido considerado anteriormente.

Al final tenemos un total de 32 +5 44 + 1 = 42 ntimeros.



Problema 2

Sea ANABC un tridngulo isésceles con AC' = BC'y ZACB = 40°. Se construye la circunferencia con
didmetro BC' y sean D y E los puntos de interseccién de dicha circunferencia con los lados AC' y
AB, respectivamente. Sea F la interseccién de las diagonales del cuadrilatero BCDE. Determinar la
medida del angulo ZEFD.

Solucion.

Los angulos ZBEC' v ZBDC son rectos porque estan inscritos en un semicirculo. Ademsds, el angulo
/ZBAC = M = 70° ya que el AABC es isésceles. Por suma de angulos en el cuadrilatero AEF D,
tenemos que LZFEAD + /AEF + ZADF + Z/ZEFD = 70° 4+ 90° + 90° + ZEFD = 360°. Por lo cual
/ZEFD = 110°.

Problema 3
Cinco personas estan en una reunién y cada uno es honesto o mentiroso. Inician la conversacion de la
siguiente manera:

Alicia: “Si Bernardo es honesto, entonces yo soy mentirosa.”
)
Bernardo: “Si hay méas de 2 honestos entre nosotros, entonces uno de ellos es Carmen.”
)
Carmen: “Entre Alicia y Denis hay al menos un mentiroso.”
Denis: “Bernardo y Carmen son ambos mentirosos o ambos honestos.”

Esmeralda: “Bernardo es honesto o es mentiroso.”

Determinar la mayor cantidad de honestos que pueden haber en la reunién.

Solucion.

Notemos de entrada que la expresion de Esmeralda siempre es cierta, asi que ella es honesta. Por otra
parte, Alicia puede ser honesta o mentirosa. Analizamos ambos casos.

Alicia es mentirosa. En este caso debe ser cierto que Bernardo es honesto y que ella no es mentirosa.
Pero esto es una contradiccion. Por lo cual este caso no es posible.

Alicia es honesta. Entonces Bernardo debe ser mentiroso para que lo que Alicia expresa sea cierto.
Como Bernardo es mentiroso, debe de haber mas de 2 honestos y Carmen es mentirosa. Dado que



Carmen miente, concluimos que Alicia y Denis deben ser ambos honestos. Con esto tenemos que Alicia,
Denis y Esmeralda son honestos, mientras que Bernardo y Carmen mienten. Podemos comprobar que
estd asignacion de honestos y mentirosos verifica que Alicia, Denis y Esmeralda dicen la verdad,
mientras que Bernardo y Carmen mienten. Asi que hay un maximo de tres honestos.

Problema 4

Una caja contiene bolitas de los siguientes colores: azul, rojo, verde y blanco. La mitad del total de
bolitas que no son rojas, son blancas; un tercio del total de bolitas que no son blancas, son azules y
un quinto del total de bolitas que no son verdes, son rojas. Determinar todas las posibles cantidades
de bolitas que hay en la caja si se sabe que son menos de 2020.

Solucioén.

Llamamos A, R, V y B al numero de bolitas Azules, Rojas, Verdes y Blancas, respectivamente.
Ademas, llamamos T a la suma de todas las bolitas. Con base a las condiciones establecidas, tenemos:

T—R=2B (1)
T—-B=3A (2)
T-V =5R (3)

Si sumamos todas la ecuaciones, obtenemos que 37 = 6R+3B+V +3A, ademas T = A+ B+ R+ V.
Combinando ambos resultados concluimos que 3R — 2V = 0, asi que V = %. Sustituyendo en (3),
tenemos que T' = 12—R. Como T es entero, sabemos que 2 divide a R y ademés, T es multiplo de 13.
Por otra parte, T'= R+ 2B y R es par, asi que T es par. Por lo tanto, T' debe ser maltiplo de 26.

Ahora, asumamos que T = 26k con k entero positivo. Sustituyendo en las ecuaciones anteriores
obtenemos que R = 4k, B = 11k, A = bk y V = 6k. Facilmente se verifica que esas cantidades de
bolitas cumplen con las condiciones del problema. Asi que es necesario y suficiente que la cantidad de
bolitas sea multiplo entero positivo de 26.

Entonces las posibles cantidades de bolitas que hay en la caja son todos los miltiplos enteros positivos
de 26 menores de 2020, los cuales son [2220| = 77.

Problema 5

Encontrar todos los pares de nimeros (z,y) que son soluciones del sistema de ecuaciones:

r+1=9y*+zy
y+1=2%—ay.

Solucion.

La primera ecuacién se puede escribir como x — xy = y* — 1, factorizando obtenemos

r(l—y) =+ 1y —1).

Lo cual implica que
(y—1)(z+y+1)=0.

Por lo cual, alguno de los siguientes dos casos debe cumplirse.



Caso 1. y — 1 = 0, es decir y = 1. Sustituyendo en la segunda ecuacién obtenemos 22 — 2 — 2 = 0
que tiene soluciones x = —1,2. Por lo cual obtenemos las soluciones (—1,1) y (2,1).

Caso 2. x +y+1 = 0, es decir y = —x — 1. Sustituyendo en la segunda ecuacion obtenemos
—x = 22 — z(—1 — x) que es equivalente a 22% + 2z = 2z(z + 1) = 0. Por lo tanto, z = 0,—1, los
cuales corresponden a las soluciones (0, —1) y (—1,0).

Se puede verificar que las parejas encontradas satisfacen el sistema de ecuaciones, por lo cual las
siguientes son todas las soluciones del sistema:

(a:,y) = (_17 1)? (27 1)7 (O’ _1)7 <_170)'
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Problema 1
Se llena la siguiente piramide infinita con los niimeros impares de la siguiente forma:
1
315
71911
1311511719

Determinar a partir de qué nivel la suma de todos los niimeros que aparecen en dicho nivel y anteriores
niveles es mayor a 2020 (El nivel 3 contiene a 7, 9 y 11).

Solucion.

Notamos que hasta el nivel n han aparecido los 1+2+3+---+n = (@) primeros nimeros impares.

Por lo que ahora resta calcular la suma de ellos. Notamos que la suma de los primeros k impares es k2.
Para demostrar esto definimos S = 1+3+5+---+ (2k — 1), entonces 25 = 2k + 2k + - - - + 2k = 2k?,

por lo que S = k2. Asf que la suma de los primeros @ impares es (@)2 Por lo que necesitamos
el primer natural n tal que (%)% > 2020. Como (222 < 2020 < (222)2. Por 1o que el nivel tal

que la suma de los nimeros que aparecen en dicho nivel y niveles anteriores es mayor que 2020 es el
9.

Solucion 2.

Notamos que la suma de los primeros k& impares es k2. Para demostrar esto definimos S = 1+ 3 +
5+ -+ (2k — 1), entonces 2S5 = 2k + 2k + - - - + 2k = 2k?, por lo que S = k?. Ahora encontramos
el primer entero n tal que la suma de los primeros n impares sea mayor a 2020(Es decir n? > 2020).
Que es 45. Por lo tanto el nivel en el que aparezca 2(45) — 1 = 89 serd el primer nivel tal que la
suma de los nimeros que aparecen en dicho nivel y niveles anteriores es mayor que 2020. Por lo que
solo resta encontrar en qué nivel aparece el nimero 89. Notamos que el tltimo ntimero del nivel £ es
2(14+2+---k)—1=k?>+k— 1. Por lo que el nivel 9 tiene a los impares entre 8 +8 —1+2 =73y
92 4+ 9+ 1 = 89. Entonces 89 aparece en el nivel 9. Por lo que el nivel que buscamos es el noveno.

Problema 2

Se consideran los nimeros de la siguiente forma

x, = abaabaaab---ba---ab
—

n veces

donde a y b son digitos. Determinar para cuantos enteros n con 1 < n < 2020, x,, es divisible por 11
sin importar los valores de a y b.

Solucién.

El criterio de divisibilidad por 11 dice que un entero es multiplo de 11 si y solo si la suma con
signos alternados de los digitos del nimero da un miultiplo de 11. Notamos que si hay un numero



par de digitos iguales consecutivos podemos eliminarlos y el niimero resultante tiene la misma suma
alternada, por lo que el original es divisible por 11 si y solo si el resultante también lo es. Ejemplo
abaab — abb. Si hay una cantidad impar de digitos iguales consecutivos pueden sustituirse todos por

uno solo de ellos y la suma alternada total no cambiard. Ejemplo abaabaaab — abaabab. Aplicando

- ——_
estas observaciones repetidas veces a los grupos de a de abaabaaab - --ba--ab obtenemos algo de la
forma abbabba - - - abbab o abbabba - - - abbabb dependiendo de la paridad de n. Ahora, tomamos casos:

n = 4k+1: Hay 2k + 1 digitos a en abbabba - - - abbab por lo que eliminando los b que estan juntos
2k+1 a’s
/—/\\

obtenemos @---a b que es equivalente a ab.

n = 4k + 2: Hay 2k + 1 digitos a en abbabba - - - abbabb por lo que eliminando los b que estan
2k+1 a’s

/—M
juntos obtenemos a---a que es equivalente a @.

n = 4k + 3: Hay 2k + 2 digitos a en abbabba - - - abbab por lo que eliminando los b que estan juntos
2k+2 a’s

/-’\\
obtenemos @-—-a b que es equivalente a b.

n = 4k: Hay 2k digitos a en abbabba - - - abbabb por lo que eliminando los b que estan juntos
2k a’s

/—/\
excepto los dltimos 2 obtenemos @---a bb que es equivalente a bb.

Pero de entre ab,@,b vy bb solo bb es siempre divisible por 11. Asf que solo para los n miltiplos de
4 el x, siempre es divisible por 11 sin importar los valores de a y b. Asi que la cantidad de z,, con
1 <n <2020 para los que se cumple la condicién del problema es % = 505.

Solucion 2.

Para esta solucién también utilizaremos la propiedad de eliminacién de digitos iguales presentada en

n veces

la solucién anterior. Notamos que para pasar de z,-1 a x, solo se agrega a- @--—-ab al final de z,_;.
Que es equivalente a ab si n es impar y a b si n es par. Por lo que |z, & 11]ab 1|z & 11\(1
11|zs < 11|, 11|24 < 11|bb, 11|z5 < 11]|ab. Notamos que para pasar de x5 a x debemos anadir ab
al final de x5, exactamente el mismo procedimiento que para pasar de x; a x9, por lo que se forma un
ciclo de longitud 4. Por lo que

» Sin=4k+1, 11|z, < 11|ab

Sin=4k+2, 11|z, < 11|a

Sin =4k + 3, 11|z, < 11|b
Sin =4k, 11|z, < 11|bb

Pero de entre ab,a,b y bb solo bb es siempre divisible por 11. Asi que solo para los n multiplos de
4 el x, siempre es divisible por 11 sin importar los valores de a y b. Asi que la cantidad de x,, con

1 <n <2020 para los que se cumple la condicién del problema es % = 505.



Problema 3

En la siguiente figura los segmentos BC'y AD son paralelos. Calcular la longitud del segmento AD.

B o C
120°

60°

Solucion.

Denotaremos AD por z. Sean X, Y las intersecciones de las perpendiculares a AD que pasan por B y
C con AD, respectivamente. Por lo que %‘5 = AX = DY . Notamos que ABX es un triangulo notable

de 30 — 60 — 90, por lo que \/75(1, —5) = BX = CY. Ahora planteando el teorema de Pitdgoras en el

tridngulo AC'Y” tenemos
2
3 5\
(%_(a:—&'))) + (x"g ) — 49

De donde obtenemos 2? — 5z — 24 = 0 por lo que (z + 3)(z — 8) = 0. Entonces z = —3 o0 x = 8, pero
x es una distancia asi que x = 8.

Solucion 2.

Planteamos el teorema del coseno para el tridngulo ABC' y obtenemos
52+ BA* —2-5- BA - cos(120°) = 7?

Esta es una ecuacién cuadratica con incégnita BA cuyas tinicas soluciones son BA = —8 y BA = 3,
pero como BA es una longitud, solo BA = 3 es posible. Como ABCD es un trapecio isésceles
BA = CD = 3. Ahora planteamos nuevamente el teorema del coseno para el tridngulo CDA y

obtenemos
32+ AD*—2-3- AD - cos(60°) = 7

Esta es una ecuacién cuadrética con incégnita AD cuyas unicas soluciones son AD = =5y AD = 8.
Pero, como AD es una longitud de un segmento, debe ser positiva. Por lo tanto AD = 8

Problema 4
Determinar si existen nimeros reales x, y, z distintos de 0, tales que, los nimeros a, b, ¢ definidos por
a= %% b= % c= Y cumplen la siguiente igualdad:
Yy 4
(a+b+c)* = 2abc — 1.
Solucion.

:L’Qy—acy2—ac2z+y22+$z2—y22
TYZ
transforma en (—abc)? = 2abc— 1. Haciendo x = abe obtenemos la ecuacién cuadrética x? —2z+1 = 0
que tiene como unica soluciéon z = 1. Por lo que necesitamos es encontrar reales x,y, z tales que

abc = 1. Lo que es equivalente a (z — y)(y — 2)(z — x) = xyz. Para simplificar la ecuacién hacemos

Notamos que a + b+ ¢ = = —abc. Por lo que la ecuacion en cuestion se



2—y2+y—m+xy2—yx2:xyquees

z = 1 lo que nos da como resultado la siguiente ecuacién x
equivalente a:

P(1—y) +a@ —y—1) -y +y=0
que tiene como discriminante y* — 6y* + Ty — 2y + 1 que serd eventualmente positivo (por ejemplo
y = 5 da discriminante 41) asi que existen x,y, z distintos de 0 tales que abc = 1 y por lo tanto tales

que (a+ b+ c¢)* = 2abc — 1.

Problema 5

Armando y Mauricio juegan al Schwarz. El Schwarz es un juego por turnos que se juega sobre una
pagina de papel marcada con 202020 puntos colocados de manera arbitraria tales que no hay 3
alineados. En cada turno el jugador debe seleccionar dos pares de puntos que no hayan sido unidos
previamente y unir cada uno de ellos con un segmento de recta, si se forma un triangulo, al final del
turno, se eliminan los puntos que lo conforman y los segmentos de recta conectados a estos puntos y
se continua con el turno del otro jugador. Si en un turno solo es posible unir un par de puntos, estos
deben unirse. El perdedor es quien elimina los ultimos tres puntos. Si inicia Armando, determinar
quién tiene la estrategia ganadora. Solucion.

Primero demostraremos que Mauricio siempre gana si solo hay 6 puntos. Como Armando inicia, tiene
dos opciones, hacer que sus segmentos compartan o no compartan un vértice en comun.

= Ambos segmentos comparten un vértice: Mauricio coloca un segmento para completar
el tridngulo y el otro uniendo dos de los puntos que aun no hemos usado. Asi en el siguiente
turno, Armando debe colocar dos segmentos, pero solo hay dos segmentos que aun no han sido
trazados, por lo que Armando completa el triangulo y pierde.

e

°
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Turno de Mauricio Turno de Armando

= Los segmentos no comparten un vértice: Mauricio toma un punto que aun no haya sido
usado y traza los segmentos que unen este punto con los vértices de uno de los dos segmentos
que Armando dibujé antes. Esto crea un triangulo y hacen que se eliminen tres vértices y los
segmentos que salen de ellos. Por lo que lo que queda son tres puntos y un segmento de los tres
posibles dibujado. Asi en el siguiente turno Armando debera completar el tridngulo y perder.
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Turno de Mauricio Turno de Armando

Ahora demostraremos por induccién que si el juego inicia con cualquier cantidad de puntos de la
forma 3n con n > 2, si Armando comienza, Mauricio tiene la estrategia ganadora. El caso base ya fue
demostrado. Asumimos que para 3k es cierto. Ahora si tenemos 3(k+1). Como Armando inicia, tiene
dos opciones, hacer que sus segmentos compartan o no compartan un vértice en comun.

= Ambos segmentos comparten un vértice: En este caso Mauricio completa el tridngulo entre
estos segmentos y traza el otro segmento utilizando uno de los vértices del tridngulo y un punto



aun no utilizado. De esta forma el triangulo y los segmentos conectados a él(Incluyendo el dltimo
que Mauricio trazd) se eliminan. De esta manera volvemos al caso anterior con 3k puntos. Y ya
sabemos que en este Mauricio gana.

» Los segmentos no comparten un vértice: En este caso Mauricio toma un segmento de
los que trazé6 Armando y une sus vértices a uno de los vértices del otro segmento dibujado
por Armando. Creando asi un triangulo. Luego de esto se borran los puntos del triangulo, sus
segmentos y el segmento que Armando dibujé y esta conectado al tridngulo. Dejando asi 3k
puntos sin segmentos trazados, es decir, el caso anterior. Pero ya sabemos que Mauricio gana en
ese caso.

Por lo tanto para cualquier juego con 3n puntos y n > 2, Mauricio gana. Asi que con 202020 puntos
en un inicio, Mauricio gana.



