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Presentaciéon

El presente texto sobre resolucion de problemas mateméticos para docentes,
tiene como proposito fortalecer el desarrollo curricular de Matemdtica en
Tercer Ciclo v Educacion Media en El Salvador. En su elaboracion se destaca
la participacion de docentes salvadorenos, miembros de la Red de Docentes
para la Resolucién de Problemas Matematicos (RESPROMAT), quienes han

=} i =} .-‘ =} .--.1 -.1 ] -.‘ - - .-‘-l.' ] ' .u.‘ -.‘a
enriguecido el proceso con sus sugerencias ropuestas

El Viceministerio de Ciencia v Tecnologia de El Salvador, a través de la
Gerencia de Educacidn en Ciencia, Tecnologia e Innovacién (GECTI) vy el
subprograma “Hacia la CYMA”, que se esta desarrollando durante el
quingquenio 2000-2014, ejecuta el Proyecto de Enriguecimiento Curricular en
Cliencias Naturales v  Matematica, el cual tiene entre sus acciones la
elaboracion v entrega de material de enriquecimiento curricular a docentes de

Tercer Ciclo de Educacion Basica.

La socializacion de la estrategia de participacion de docentes en este proceso
de creacidn de materiales tiene la posibilidad de ser una plataforma de
construccion de conocimientos bajo el enfoque de resolucidon de problemas,
metodologia mediante la cual se fortalecen las competencias matematicas
necesarias que debe tener cada docente para alcanzar el desarrollo de
capacidades basicas valiosas para el proceso de ensenanza- aprendizaje, como
son: saber argumentar, cuantificar, analizar criticamente la informacion,
representar v ocomunicar, resolver v oenfrentarse a problemas, usar técnicas o
instrumentos matematicos v modelizar e integrar los conocimientos

adquiridos.
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La resolucion de problemas es clave para el avance de la internalizacion de
estrategias idoneas para una formacion de calidad en Matematica., porgue
integra las estrategias. algoritmos y procesos de pensamiento. Con este
proposito se ha elaborado este material de 100 problemas de aritmética v
algebra basica para fortalecer las capacidades de investigacion, innovacion vy
creacion de docentes de Tercer Ciclo v Educacion Media. El material esta
diseniado para ser utilizado como componente de enrigunecimiento, introduccion
0 cierre de un tema, valorando en cada caso el momento oportuno para la

generacion de estrategias claves para el desarrollo de pensamiento logico.
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Introduccién

Desde asegurar la subsistencia cotidiana hasta abordar los més complejos
desafios derivados de la ciencia v la tecnologia. sin excepcion, todas las
personas resolvemos problemas. La importancia de la resolucion de problemas
es evidente. En definitiva, todo el progreso cientifico v tecnologico., el
bienestar ¥ hasta la supervivencia de la especie humana dependen de esta
habilidad. No debe extranarnos que la misma se haya convertido en un nuevo
objeto de estudio, atrayvendo por igual la atencidn de profesionales en

psicologia. ingenieria. fisica. quimica, negocios, etc.

En cuanto a la ensefanza de la Matematica debemos hacer algunos
cuestionamientos que son fundamentales en el proceso metodoligico de la
resoliucion de problemas. [ Cudl es la diferencia entre ejercicio v problema en
Matematica? [ Cuindo estad un estudiante resolviendo un gjercicio v cudindo un
problema? ;Cudl es el papel del docente en la ensenanza de la resolucion de

problemas?

Al analizar un ejercicio se puede deducir si se puede resolver o no.
Comiinmente se aplica un algoritmo que el estudiante puede conocer o ignorar.
Una vez encontrado el algoritmo. se aplica v se obtiene la solucion del

problema v esta se aplica a los demas ejercicios del mismo tipo.

Justamente, la exagerada proliferacion de ejercicios en las lecciones de
Matematica ha desarrollado v penetrado en los estudiantes como un sindrome

generalizado. En cuanto se le plantea una tarea a realizar., tras una simple

' Nieto Said, José Heber (2004). Resolucicén de Problemas Matemédticos, Venezuela.
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reflexidn, trata de obtener una solucidn muchas wveces clemental, sin la

apelacion a conocimientos diversos.

En un problema no es siempre evidente el camino a seguir. Incluso puede
haber muchos. Para resolverlos es necesario relacionar saberes procedentes de
campos diferentes v generar nuevas relaciones entre estos. El papel del docente
es proporcionar a sus estudiantes la posibilidad de desarrollar habitos de
pensamiento adecuados para la resolucion de problemas matematicos v no

matematicos.

iDe gué sirve hacer un hueco en su mente donde guepan unos cuantos
algoritmos, teoremas v propiedades, con poco significado para el estudiante. si
lnego van a dejarlos alli herméticamente acumulados? A la resolucion de
problemas se le ha llamado, con razon, el corazon de las matematicas. Ahi es
donde se puede advertir el atractivo que hallaron en ella académicos de todas
las épocas. Del enfrentamiento con problemas resultan motivaciones, actitudes,
hibitos, ideas v competencias para el desarrollo de herramientas, en fin, la
vida propia de la Matematica. Por estas razones algunos matematicos han

dedicado su tiempo al estudio de la resolucion de problemas por si misma.

La resolucion de problemas tiene una cliasica y bien conocida fase de
formulacion claborada en década de los anos cuarenta del siglo veinte, por el
matematico hingaro George Polyas. La aludida fase consiste en: comprender el
problema, trazar un plan para resolverlo. poner en practica el plan ¥
comprobar el resultado. Por supuesto no solo basta conocer las fases v técnicas
de resolucion de problemas. Se pueden conocer muchos métodos pero no

siempre cudl aplicar en un caso concreto.

Justamente es importante ensenar al estudiante a utilizar las estrategias
conocidas. Con esto nos ubicamos en un nivel meta-cognitivo. Es ahi donde se
situa la diferencia entre quienes resuelven problemas y el resto. Trabajar a
este nivel implica desarrollar la capacidad que tienen los estudiantes de
autorregular su propio aprendizaje. Esto implica la capacidad de planificar qué

estrategias se han de utilizar en cada situacion, aplicarlas, controlar el proceso,

Pl . . . . . . . ; .o .
* De Guemdn Ozdmiz, Miguel de Guemdn Ozdmir (1936 - 2004), matemdtico espafal.

YGeorge Polya (1887-1985) en How to solve if. Pricenton University Press.
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evaluarlo para detectar posibles fallos, v como consecuencia transferir todo ello

a una nueva actuacion?,

Hay que tener presente que resulta dificil motivar. Solo con proponer ejercicios
no se consigue gue el estudiante se capaz de investigar y descubrir nuevos
conocimientos v relaciones entre las ciencias. Por ello recomendamos establecer
problemas ante los cuales el grupo no sepa gué hacer en un primer intento.
Clon esto conseguiremos atraer sn atencion, curiosidad v motivacidon., para que

luego se implique en el proceso de resolucion de problemas.

Otro aspecto no menos importante a tener en cuenta es la manipulacion de
materiales para resolver problemas. Hemos de ser capaces de lograr que el
estudiante wvisualice el problema utilizando materiales concretos. que los
manipulen, pues la manipulacion es un proceso muy 1til para construir en los
estudiantes las abstracciones necesarias para el estudio de las ciencias en

general.

Finalmente, recordemos que, segin  Schoenfeld, aprender a pensar
matematicamente involucra mas que tener una gran cantidad de conocimiento
de la materia. Incluye también ser flexible v dominar los recursos dentro de la
disciplina. Significa usar el conocimiento propio eficientemente, v comprender

v aceptar las reglas tacitas del juego.

! Schoenfeld, Allan (1985). Mathematical Problem Solving. New York: Academic Pres.
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Uso del Libro en el Aula

El libro sobre resolucion de problemas es un complemento que permitird a
cada docente tener una herramienta de apoyo para su practica en el aula
mediante la incorporacion de propuestas de problemas matemdticos en el Area
de algebra v aritmeética, va sea al final de un tema o como introduccion del

Mismo.

Lo esencial es que docente y estudiante acumulen el mayor nimero de
estrategias que les permitan evolucionar en procesos de pensamiento
matematico. Se sugiere que el libro sea utilizado en el nivel de Tercer Ciclo v
Educacion Media aunque podria utilizarse en algunos casos dosificando el

contenido a nivel de Segundo Ciclo.

Cada docente debera primeramente leer los problemas e intentar resolverlos,
recordando gque un  problema necesita  determinacion v estrategia;
seguidamente puede recurrir a la lectura de la matriz de informacion de
problemas para conocer las estrategias v pre saberes necesarios para entrar en

el proceso de solucidn ¥ como 1iltimo recurso debera leer la solucion.

El libro tiene la enorme ventaja de que su punto de partida es la integracion
de procesos de desarrollo de competencias matematicas fundamentales, como
lo son: conocimientos, habilidades ¥ destrezas que el estudiantado puede
adguirir al finalizar la leccion, es decir, se pretende gue con ayuda docente
desarrolle las competencias esenciales en Matematica para una formacion

cientifica de calidad v con capacidad de innovacion.
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Dichas competencias son:

i Saber argumentar.

ii. Haber cuantificar.

i1l Saber analizar criticamente la informacion.
iv. Saber representar v comunicar.

V. Saber enfrentar v resolver problemas.

Vil
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Estructura del Libro

Para una mejor compresion, El capitulo 0 de este libro contiene una breve
coleccion de diferentes estrategias de resolucion de problemas matemaiticos
utilizados a lo largo del texto. Los contenidos de este libro, en los capitulos 1 v

2, estan estructurados en el siguiente orden:

* Lista de Problemas [: Aritmética. Se proponen 50 problemas, de
en su mayoria vinculados al uso de la aritmética que tienen diferentes
niveles de complejidad v Areas

* Matriz de identificacién de pre saberes y ubicacién en el
programa de Tercer Ciclo vy Educacién Media. En esta matriz se
reflejan las necesidades en términos de pre saberes, estrategia v
unbicacion en el programa lo que posibilita inducir su uso como tareas,
actividad relevante, discusion guiada para fundamentar procesos de
pensamiento logico, argumentacion v reflexion en la accion de procesos
v estrategias de resolucion de problemas.

* Solucién de problemas. En este apartado se encuentran las
soluciones de los problemas propuestos para hacer una lectura reflexiva
sobre las estrategias utilizadas en el proceso de solucion.

» Lista de Problemas II: Algebra. Se proponen 50 problemas, en su
mayoria de algebra. gue tienen diferentes niveles de complejidad v
areas.

* Matriz de identificacién de pre saberes y ubicacién en el
programa de Tercer Ciclo ¥y Educacién Media. En esta matriz se
reflejan las necesidades en  términos de pre saberes, estrategia v
unbicacion en el programa. lo gue posibilita inducir su uso como tareas,

actividad relevante, discusion guiada para fundamentar procesos de
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pensamiento logico, argumentacion v reflexidn en la accidn de procesos
v estrategias de resolucion de problemas.

* Soluciones de problemas. En este apartado se encuentran las
soluciones de los problemas propuestos para hacer una lectura reflexiva

sobre las estrategias utilizadas en el proceso de solucion.






C&lpftujﬂ ()

Estrategias de Resoluciéon de

Problemas Matematicos

En este libro hacemos uso de diferentes estrategias para la resolucién de
problemas. Estas son utiles para entrar en procesos reflexion matematica vy
pensamiento logico. A continuacidon presentamos una lista de algunas de estas
estrategias. Consideramos que el estudio de estas estrategias puede ayudar al
lector a incrementar sus capacidades de resolucion de problemas v a obtener

mejor beneficio de los problemas abordados en este libro.

Simplificacidn y Bisqueda de Patrones

Se conoce como patrdn a una sucesion de signos gue se construyen siguiendo

una regla, va sea de repeticién o de recurrencia’. Muchas veces al resolver un

Shttp:/ /www. gpdmatematica.org.ar/publicaciones /diseno  desarrollo/matematicad. pdf
(Consultado junio de 2013)
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problema, sus condiciones evidencian la existencia de patrones o regularidades.

Estas permiten establecer posibilidades de solucidon muy originales v creativas.

Las ciencias casi en forma unanime se construyen sobre la busqueda
de patrones. Por lo tanto debemos priorizar su descubrimiento en &l proceso de
formacion de competencias matematicas. En este documento se hace uso de
estas estrategias para resolver varios problemas propuestos. Entre los patrones

identificados a lo largo de la propuesta encontraremaos:

* Patrones geométricos
* Patrones numéricos
* Patrones por repeticion

* Patrones por recurrencia

Es necesario tener presente que los patrones son un tema de cardcter

transversal con respecto a otros contenidos Matemdticos v de otras disciplinas.

El proceso de “hacer” matematica es mas que cilculo v deduccion. También
involucra la observacion de patrones, la prueba de conjeturas v la estimacion

de resultados.

Los patrones se pueden encontrar desde las tablas de las operaciones
aritmeéticas, los sistemas de numeracion v las sucesiones de niameros, entre

estos los nimeros pares, impares, primos, compuestos, cuadrados.

Finalmente, hay que considerar que resolver problemas implica un rico vy
conectado entendimiento de la matemdtica v la habilidad de ver patrones de

similitud v asociacion.

También implica destrezas para llevar a cabo un plan de solucion v revisar
que los resultados tengan sentido en el contexto del problema (Burkhardt &

Bell, 2007, p. 395).

Ejempfas de Bﬁsquecfa de Patrones

Fjemplo 0.1,

Hallar la suma de las cifras de M =5 = BE8 ... B
AN i fras
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Solucién del Fjemplo 0.1,

Calculemos el resultado para algunos casos particulares.
b*x8=40=4+0=1{1)+ 0= 4, es la suma de las cifras.

H5*88 =440= 4+ 4+ 0=2(4) + 0 = 8, es la suma de las cifras.
H*RB8 =4440= 44+ 44+ 44 0=3(41) +0 =12, es la suma de la cifras.

Ahora podemos determinar que la suma de los digitos es el producto de la

cantidad de digitos 8 en el segundo factor multiplicada por 4.

Es decir, que M =5 * 888 ...88 = (2013)4 4+ 0 =8052 es la suma de las cifras.
—

2013 ¢ fras

E;émpfa a2
Hallar la suma de los digitos del resultado de N = J*H*i .. 444 — B8E. B8R

28 veces AN veces

Solucion del .E_}ém_pfa J2.
Notemos que 11— 8 = /36 = 6, indica que la suma de las cifras es 6.

V4444 — 88 = V1356 = 66, indica que la suma de las cifras es 2(6) = 12.

VAL — 8B8E = 143556 = 666, indica que la suma de las cifras es 3(6) = 18.

V44444444 — 8888 = V44435556 = 6666, indica que la suma de las cifras es

1(6) = 24. Notemos entonces que se evidencia un patron.

El nimero de ochos multiplicado por seis es la suma de los digitos del
resultado  final. Por lo tanto, el nimero de digitos de la cantidad

Jgfm ..111 — 888..888 es 2014(6) = 120.

A28 veces AN veces
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fnsayo y Error

Esta estrategia consiste en experimentar con posibles soluciones hasta
encontrar la correcta. Usnalmente tiene el inconveniente de que es un proceso
tedioso pero en algunos casos resulta efectivo. Este tiene los siguientes pasos

logicos:

* (Considerar una posible solucidn.

* Probar si esta solucion satisface las condiciones del problema.

* Adaptar la solucién escogida en funcion de la  informacion
recolectada en los pasos anteriores y repetir el proceso hasta obtener

la solucidén correcta.
Fjemplos de Fnsayo y Error

Ef}zmpfa g4

Encontrar dos nimeros primos consecutivos entre 1 v 100 cuyo producto sea

223,

Solucién del Fjemplo 0.3,

Iniciamos la busqueda escribiendo la lista de numeros primos entre 1 v 100 v
probamos productos de ntumeros consecutivos: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 7, 19, 23, 20,
41, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Probamos estas opciones de

dos en dos hasta encontrar que 17 = 19 = 323.

Ejemplo 0.4,

Calcular un miimero tal gue al elevarlo al cuadrado v sumarle el nmimero

buscado, obtenemos 132.

Solucion del Ljemplo 0. 4.

Iniciemos evaluando el nimero 10). Observemos que 10° + 10 = 110. Pero 110 es

menor de 132, Entonces buscaremos evaluar ntmeros mayvores que 10,
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Evaluemos por gjemplo el nimero 14. Vemos qué 14 +14 =196 + 14 = 210;
pero 210 es mayvor de 132, luego probaremos 11, 12 o 13. Probaremos el valor
11: 1174 11 = 121 4 11 = 132 que finalmente nos da el resultado buscado.

Descomposicion del problema

También conocida como “Divide v wvenceras”. Esta estrategia es muy util
porgue muchas veces es dificil ver la relacion entre los datos v las incégnitas
de un problema. En estos casos una posibilidad que ofrece éxito es la
descomposicion del problema en problemas mas sencillos. Para ello debemos

considerar los signientes pasos:

*  Descomponer €l problema en sub-problemas. Debemos mantener registro
de las relaciones existentes entre esas partes como parte del problema
total.

*  Resolver los sub-problemas.

* (Combinar los resultados hasta lograr una solucion del problema total.

Ljemplos de Descomposicidn del Problema

Fremplo 0.5.

El drea de un hexAagono regular esti dada en funcion del perimetro v su

apotema, jsabe como deducir la formula?
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Solucién del Fjemplo 0.9.

Notemos que en el hexdgono tenemos seis triangulos v gue la apotema de
dicho hexdgono es también la altura del tridingulo de base r. Por lo tanto

podemos calcular el Area del hexdgono.

. . .. 1 .

Notemos que el drea de cada triangulo es STa, ¥ entonces tenemos que el area
- 1 B

del hexdgono es A = ﬁa.‘]’:ﬂ. = Jxa. Pero sabemos que x es el valor de uno de los

lados. Entonces fl=éPr1 donde P es el perimetro del hexagono v a su

apotema.

Ljemplo 0.6.

El lado del cuadrado de la siguiente figura mide lem. Calcular el area de la

zona de color amarillo de la figura.

- ™
-

Solucion del Ejemplo 0.6.

Primero vamos descompondremos el problema en otros més peguenos.

Dividimos un cuadrante del cuadrado en zonas que denominamos A, A,, Ag;

comprobamos que A, = A, ¥ A, = (é) G) — % T (21)2 = l —== (d-7) cms, v

2
como A, + A+ A, = G) em?®, entonces 4, = ————em? ="—=cm?.
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. m=23 . m=a4
For tanto, la parte amarilla es 4 veces A, = Tf:mg, es decir A = 4 = cm? =
b 1 1

T=23
4
consciente y sistematica en sus partes v resolver cada una de esas partes.

em®. La estrategia, segiin se ve, consiste en dividir el problema de forma

Bisqueda de un contraejemplo

Esta cstrategia se utiliza para demostrar la falsedad de un enunciado
matematico. Esto significa gue un enunciado matemdtico que para ser cierto

debe cumplirse para todos los elementos de un conjunto dado.

Este tipo de enunciados dejan de ser verdaderos si en un caso particular de ese
conjunto no se cumplen. Por lo tanto, buscamos al menos un elemento del
conjunto para el cual el enunciado es falso v con esto probamos la falsedad del

enunciado.
Fjemplos de Biisqueda de Contraejemplo

Fjemplo 0.7,

;Es el nimero n”

—n 4+ 41 un nimero primo para todo nmimero natural n?

Solucién del Fjemplo 0.7,

En efecto no lo es, porque basta verificar que para n = 41; 41° —41 441 = filg

. 2 .
es un numero compuesto, puesto que 417 es divisible por 41.
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Fjemplo 0.8,

Es valida la formula para calcular el volumen del tronco de cono:

V=(R 4l

Solucion del E;ém_pfa J.8

. P 1
Analicemos los casos limites: r=ﬂ::rV=ER.2?rH,, que es el volumen del
L2 ' .
cono.r= H = V=E.2R. TH, que no es el volumen de un cilindro; luego no es

cierta la formula anterior.

BEGIHCCIHH 3/ AASHI'G’O

Utilizamos esta estrategia para demostrar gque una afirmacion P es verdadera.
Vamos a suponer que P es falsa, es decir, que se verifica la negacién de P (no
P). Suponiendo la falsedad de P, deduciremos que esta falsedad implica
situaciones falsas o inconsistentes con hechos que conocemos como ciertos. El
hecho que la falsedad de P resulte en situaciones de inconsistencia logica

prucha que P es verdadera.

Elemplos de Keduccién al Absurdo

Ljemplo 0.9,

Del libro Elementos de Euclides se recoge la siguiente proposicion: “Existen

infinitos nimeros primos” (P).
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Solucién del Fjemplo 0.9

Supongamos que los nimeros primos no son infinitos (no P). Entonces, serian
finitos: 2, 3, 5, 7,...,n, siendo n el mayor de todos los niimeros primos.
Consideramos ahora el niimero N=(2-3-5-7-...n)+ 1; N no es primo. pues
es mayor que n, entonces N debe tener algiin divisor primo. Pero si dividimos
N por cualquiera de los numeros primos obtendremos resto 1. por la forma en
que se ha definido N. Lo cual implica que N &5 un nimero primo, pero dijimos
que n es el mayor primo. Por lo tanto, asumir que los niimeros primos son
finitos nos lleva a una contradiccion logica. Por lo tanto la afirmacidn inicial

es cierta, es decir, hay infinitos mimeros primos.

Induccion Matemdtica

En muchas ocasiones, de particularidades hacemos generalizaciones
(conjeturas) que resultan falsas. La historia de la Matematica estd llena de

estos ejemplos. Vemos algunos de estos:

Fjemplo 0.10

-1 i . H H 2 . 3 211 1%
Consideremos el trinomio 7n° +2+41 ggpnde 7 €8 un numero entero positivo.

Este problema fue estudiado por Leonhard Eulerf. Veamos la tabla siguiente

dando valores a n.

Valor de n +n+41 Resultado Caracteristica

n

0 0°+0+41 41 Niimero primo
1 1 +14+41 43 Nimero primo
2 22+2441 47 Niimero primo
3 3 4+3441 53 Nimero primo
4 4 +4+41 61 Ntimero primo
5 52+5+41 71 Namero primo

i Matemditico v [sico suizo. Principal matemvitico del siglo X VI v uno de los més grandes v prolificos de todos los

tiempaos.
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De agui inferimos una conjetura: que al dar a n un valor no negativo el

trinomio da siempre por resultado un mimero primo, conjetura falsa para

x = 41.

Fremplo 0.11.

sottfried Wilhelm Leibniz” demostrd que cnalguiera que sea el entero positivo
n el mimero n® —n es divisible por 3, el nimero n” —n es divisible por 5 v el
nimero n' —n  es divisible por 7. De aqui supuso la conjetura que para todo k

impar v para cualquier n natural el mimero n®*—n es divisible por k pero

notemos que 2" -2=510 no es divisible por 9, lo cual confirma la falsedad

para el caso general.

Fremplo 012

Un ejemplo muy contundente del cuidado que hay gque tener al querer
generalizar desde ejemplos particulares es el siguiente: Consideremos la
expresion 99n? + 1 v asignemos valores enteros 1,2,3, ... Jamds obtendremos el
cuadrado de un mimero aunque dediquemos toda nuestra corta vida, pero no
por eso debemos afirmar que no hay un cuadrado de este tipo, pues para
n = 1205573579033135044 7442538767 se tiene que el nimero

)
09(12055735790331359447442538767)% + 1 es un cuadrado.

Coomo moraleja de este caso tenemos: Una proposicion puede ser vialida en una
serie de casos particulares v no serlo en general. Ahora bien., en el siguiente
gjemplo tenemos una conjetura deducida de un patron, la cual, si bien es

vilida, no es una demostracion.

Ejemplo 015,

. N 1 1 1
Encontrar una férmula cerrada para la suma siguiente: —4+—+4+—4---+

1+#2 © 2e3  3ed
. 1 1 1 1 | 1 1 _ 3 1 1 1 1 4
——. Notemos que: —=-, — == t+t—=t—= =t =+—F+—==:
nln+l) q 162 27 o2 0 263 3" 142 0 243 Zed 4T 162 0 23 Zed  de5 57
1 1 1 1 1 o . 1 1 1 1 1
+—+—+—+—=-. 5¢ puede decir que —+—+—+---+ =—+
1«2~ 2ed  Jed Al Sefi 6 P 4 1«2 ~ 23 Jed (1) 1+2
1 1 1 T u s P
+—+4+-4+——=— Pero esto no es una demostracion, es solo una
2ed 7 Aed rfn+1) e 1

conjetura. Para demostrar la conjetura haremos uso de la  induccion

matematica cuyo proceso formal es el siguiente:

" Fildsolo, logico,matenvitico, jurista, bibliotecario v politico alenwin,



.I.r{[':\?[.l'.ll'l.!f'l.[;].! f.I[' I}I'Uh.ll['].!lii.‘i f.I[' iiuiil"l:'].iliifl.f'ii .I.I

£l principio de induccion matemética

Supongamos un conjunto de enteros A ={n|n=a} ¥ una proposicion de la
forma: para todo n de A, P,. El principio de induccion matematica consta de

los siguientes pasos:

1. Se comprueba que B, se cumple para el primer valor de wverdad, es
decir, n = 1.

2. Se supone que P,, se cumple para un valor de n = k, tal que k=1 ¥
k € 1. Este paso se toma como una hipitesis v se denominada hipdtesis
inductiva.

3. Se demuestra que cumple para n = k 4+ 1. Este paso se toma como tesis

del teorema v se denomina tesis inductiva.

Fremplo 0.14.

Clon esta nueva herramienta, generalicemos una formula cerrada para la suma

del gjemplo 13: ﬁ+%+$+...+ !

nmn+1)

Solucidn del Fjemplo 0.14.

1 1 1 2 1 1 3 1 1 1 1 4
mtm~r mtmtn~y mtntnts=s

1
1+2 23 ded 4° ded 0 45 i

- 1
Notemos gque: T a T a
1+1+1+1+1 .-':Y ot l+l+l++L m
12 23 Jed el Gefi 6 J = q 1+#2 23 3ed nlm+ 1) n+1l

Probaremos nuestra conjetura siguiendo los pasos de la induccion matematica.

T 1 1 NPT
Para n =1, la hipdtesis se cumple pues— = -, supongamos que la hipotesis se

.'_’,?

cumple para n = k, o sea que ﬁ-l_ﬁ-l_ﬁ-l_."-l—kﬂll}:% (Hipotesis
inductiva) donde k es un nimero natural. Demostraremos que, entonces, la
hipotesis es wvalida para n = k 4+ 1, o sea que LTL-E+$+$+."+A{A-1+1)+
m = %En efecto, Sustituyendo la hipétesis inductiva en la suma;

1 1 1 1 1 k 1 k 1
= +m +m+ '".+ WD + ) o +m Entonces, m-l-m =
{il::;;?:} = {A—EA;;(?:-EJ = i% Hemos probado que para cualquier n entero positivo

1 1 1 1
142 +ﬁ +:m LI n{r+1) - n—il'

FEremplo 0.15.

Hallar la suma de los n primeros nimeros naturales 1 +2 4+ 3 4+ --- 4+ n.
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Solucidn del Fjemplo 0 19.

FPrimero intentaremos un proceso de identificacion de algin patron. Notemaos
que si ala expresion 14+ 24344+ n le agregamos la misma suma, pero
en orden decreciente: n +n—14n—-24---34+241 v posteriormente los
sumamos término a término, tenemos: (n+ 1)+ (n—-14+2)+(n—-24+3)+--+
m+)=Mm+1)+(m+1)+--+(n+1).

El término (n +1) estd n veces, pero como sumamos dos veces la expresion
k1)

14+ 24+ 34+ n, el resultado sera et luego nuestra conjetura es:
1+24+34++n =#. Ahora probaremos por induccion matemética
dicha conjetura. Para n = 1,1 = %, se cumple. Supongamos que es valido
para n = k, es decir que 1 4+ 24+ 3 +-+ k =@, es nuestra hipotesis

inductiva.

Probemos que se cumple para n = k+ 1, es decir que se cumple 1 + 2 + 3 +
(R LME+2)

-+ k+ k+1—T . En efecto notemos que: 1+ 2+ 3 +--+k+ k+
hipnlvﬁi:-a'indlwl iva
1 =D L k41, Por lo tanto: 14 2+ 3 +-+k+ k+1="0 0 g gy =

2 2
[k+1}(§+1) =w Asi 1+ 2 + 3 +-+ n=20 s vilido para todo

entero n positivo. Lo que prueba que la conjetura es valida.

Femplo 0.16.

Calecilese la suma de los n primeros nimeros impares:1 +3 +5 4+ (2n — 1).

Solucién del .ﬁ::r'em_pja g 16

Graficamente podemos establecer una conjetura: Notemos que 14+3 =4, 1+
3+5=9 1+34+564+7=16, 1 +3+5+ 7+ 9= 25. Podemos ver la ilustracion
en la fipura siguiente. En esta se muestra graficamente la suma de 14+ 345+
744,
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Tenemos entonces que 1+I"i=f1=2'3, 1+Z-‘i+5=9=3'3, 1+34+564+7=16=

42, 14+3+5+7+9=25=5.
T4+94+--4+(2n-1)=n

Asi, tenemos la siguiente conjetura: 14345+

Probemos por induccion matematica dicha conjetura:

Para n = 1,1 = 1?? la propicdad se cumple. Supongamos que es valido para
n =k, es decir que 1 + 3 +5 +-+2k—-1= k?? nuestra hipétesis inductiva.
Probemos que se cumple para n = k4 1. es decir que se cumple:

1+ 3+5++2%k—1+4+2(k+1)—-1=(k+1)*
En efecto notemos gue:

1+3+5+4+2k—1+2k+1)—-1=kK+2k+1=(k+1)°

hipotesis inductiva

Por lo tanto: 1 + 3 + 5 4+ -4 2n—1=n". Para todo entero positivo mn.
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Problemas de Aritmética

A continuacion se presenta una serie de problemas que son mayoritariamente

de Aritmética o que en general han sido abordados con un enfoque aritmético.

Fnunciados de los Problemas de Aritmética

Praéfe.m& j..!.
,Cual es el valor de (100 +98 +96 +--.+4+2) - (1+3+5+ -+ 97 + 99)7

Problema 1.2

3 2
(224w 200024 2002%) = (124 P4 e 200074 2011%)
30180 1 # 27 s 200 17020127

Demuestre que €8 un numero entero.

Problema 1.5,
120

Encuentre cuatro enteros positivos a, b ¢, d tales que a +b_' kT
+—| -

E+;i|
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Praéfe.m& 34
Calcular: -+ + 5+ *1|+ o — —

RLRLNLL LU

Problema 1.5.
i Cual es valor del producto (1 —L,) (1 —L,) (1 —%) ?

Problema 1.6.

Cologue uno de los signos aritméticos 4+, —#,+ entre cada par de nimeros
sucesivos del lado izquierdo de la igualdad para que sea wverdadera. Las

operaciones pueden usarse mas de una vez o no usarse.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 =100

Problema 1.7,
‘ Va-4T | 4545 VA LA=42013
Encuentre la suma de i +— v + el

Pfﬂéfl?ﬂﬂ j—&
;Cual es el valor de v 10+ 46 — V10 — 446 7

Problema 1.9

Demuestre que (\rf 5+ 246 — \(r h— waﬁ) es un numero entero.

Problema 1.10.

‘. o ; o
Definase la operacion ~ para la cual se observa: ~1=2"—-3=#1; ~2=3" —

Ax2% ~3=4"—5% 3 ~1 =5 — =4, Hallar ~15.

Problema 1 11
Si 1*=1; 11°=121; 111°=12321; 1111° =1234321. Hallar 1111111° vy,

ademadas, dar la suma de los digitos del resultado.
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Praéfe.m& .E-IZ
Calcule la suma de las cifras de: M = (HHH ...HI"EH)_ + (999..99)°

52 cifras 52 cifras

.Pfﬂéjﬁﬂ& f.!tﬁ
Hallar la suma de las cifras de M = 0 = BEE .. BB

1097 i fras

.Pl'{?éjEMH ;-34

Hallar la suma de los digitos de f,, si sabemos que f, =1xz100+ 50, f, =
299 + 49, f;‘. = 308 + 48,

Pfﬂéff?ﬂﬂ j.!i

Hallar la suma de los niimeros en la fila 2012.

1
2 ) 2
3 3 + 3
4 4 + 4 4
5 5 + 5 5 + 5

Problema 1. 16.
Hallar A + B

Fig. 1 1

Fig. 2 1 3

Fig. 3 1 3 5

o T

Fig. 4 1 3

Fig. 2012 A - B



1% Enunciados de los Problemas de Aritmética

Praéfe.m& f.fz

Si esta secuencia continua. jCudl sera la suma de los digitos en la fila 20137

.Praéfema j.!&

En el patron de nimeros que se muestran, cada fila comienza con un 1 v
termina con un 2. Los demas nimeros son iguales a la suma de los dos
niumeros situados inmediatamente arriba. Por ejemplo, en la cuarta fila 9 es la
suma de 4 v 5. Si se continia construyendo las filas siguientes con este mismo

patron, jcudl es la suma de todos los niimeros de la decimotercera fila?

Problema 1.19.

i P . 7 e2014.
;Cuinto suman los digitos de la cantidad 4'™7 « 5717

Problema 1.20.
=112

JCual es digito de las unidades de 7 !

.Pl'{?éjEMH ;-é?j

jCual es la cantidad de nimeros de tres digitos que no contienen €l cero v uno

de los digitos es la suma de los otros dos?
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Praéfe.m& 3.4?2

;jCudl es el nimero de enteros entre 100 v 400 que contienen el digito 27

Problema 1.23

jCuantos nimeros de tres digitos cumplen que la suma de sus digitos es 13 v

el producto de estos es mayor que 607

.Pfﬂaf’?jﬁﬂ& 1.4?4:

JCuantos niimeros enteros de tres digitos hay gue, al multiplicarse sus digitos,

dan un producto que es mayor que 60 v menor que 657

Problema 1.25.

JCuantos nnameros enteros impares positivos menores que 1000 tienen la

propiedad de que el producto de sus digitos es 2527

PI‘G.&!&E& }.jﬁ

Jerry escribio todos los enteros positivos que tienen un maximo de 7 digitos v

contiene solo los digitos 0 v 1. [ Cuantas veces tuvo que anotar el digito 17

Praéfem& I.ZF
,:J'EII l:i?

;Cuales son los dos altimos digitos de !

Problema 1.28

jCuantos nimeros de 5 digitos con todos los digitos distintos de cero v no

repetidos son divisibles por 257

Praéfe.m& f..a.?ﬁ

Calcule el producto de todos los enteros positivos menores que 100 que tengan
exactamente tres divisores positivos. Compruchbe gue dicho nidmero es un

cuadrado perfecto.
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Pfﬂéjﬁ'ﬂﬂ ;o e.?l':?.

Encuentre todos los enteros positivos menores que 2013 v que no son divisibles

por 3.

Problema 1.71.

;jEs posible armar una coleccidon de 7 o més enteros positivos tales gue no haya

dos cuya suma o diferencia sea divisible por 117

Problema 132

;Cudil es el mas pequeio nimero primo que divide 3" + 5127

FProblema 1.5,

El nmimero 2004 tiene 12 divisores. incluyvendo a 1 v 2004. ;Cuantos divisores
distintos tiene 2004'?

Praéfema 1?. 1?4

;Cual es la mas grande potencia de 2 que divide a 272 4 107127

Problema 1.35.

jCual es el namero de subconjunto de 7 elementos del conjunto
{1,2,3,1,5,6,7,8,0} Para los cuales la suma de sus elementos es un multiplo de

37

Problema 1.36.

La siguiente figura es construida con cuadrados alternados en blanco v negro
en cada fila. Todas las filas comienzan v terminan con un cuadrado blanco.

i Cudl es el mimero de casillas negras en la fila 377
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Praéfe.ma f.e?z

Con un trozo de papel que contiene seis cuadrados unidos, etiquetados como

so muestra en el diagrama. se forma un cubo. jCndl es la cara opuesta a la

marcada con X7

Y
oV |Ww
X
Z

Pro.!;fema J.?. :?(g

En un tridngulo magico cada uno de los seis nimeros enteros entre 10 v 15 se
coloca en uno de los circulos, de modo que la suma “S” de los tres niimeros de

cada lado del triAngulo es la misma. ;Cudl es ¢l valor mas grande posible para

(LS
577

Problema 1.79.

Las figuras (0. 1, 2, v 3 constan de 1, 5, 13, v 25 cuadrados respectivamente. Si

el patrdon se contimia, jcudntas unidades cuadradas habria en la figura 20137

O IO ] | |

Figura 0 Figura 1 Figura 2 Figura 3
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[

Praéfe.m& I. 4&

Dadas las figuras, en las qgue la figura n + 1 se obtiene a partir de la figura n
mediante la adicidn de dos cuadrados, uno vertical v el otro horizontal, [ Cudl

es el mimero de cuadrados en la figpura 20137

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Problema 1.41.

i Es posible enumerar, del 1 al 12, las aristas de un cubo de tal forma que la

suma de las tres aristas que coinciden en un salo vértice sea siempre la misma?

Problema 1.42

Maria salié a correr durante 2 horas. Su recorrido empezd en un terreno plano
donde su velocidad fue de 5 km/h v siguid en un terreno inclinado donde su
velocidad fue de 3km/h. Regresando por el mismo lugar, la velocidad en la
parte inclinada fue de 6 km/h mientras que la velocidad en la parte plana fue

de 4 km/h. jCual es la distancia total que recorrio Maria?

Pfﬂéff?ﬂﬂ j_ gj

Asuma que m v n son numeros enteros tales que Gm 4+ n = 100, jCuoal es el

valor mas grande posible para m #n?

Problema 1.44.

Definimos una funcion f tal que, si ¢ es un numero divisible por 10, entonces

flx) = ﬁ ; ¥ 51 & no es un nimero divisible por 10. entonces f(x) = x + 1.

jCuil es el n mas pequeno tal que a, =1 sabiendo que a;=1993 v

Brel = ..r(ﬂ'rr}?
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Praéfe.m& J?.. 4&

Hay 270 estudiantes en Centro Escolar Repiblica de El Salvador, donde la

proporcion de ninos v ninas es de 5: 4.

Hay 180 estudiantes en el Centro Escolar Centro América, donde la

proporcion de ninos v ninas es de 4: 5.

Las dos escuelas tienen un baile v todos los estudiantes de ambas escuelas

asisten. jQué fraccion de los asistentes al baile esta formado por chicas?

Problema 1.46.

Un pequeno mono arana se come todas las hojas de un matorral en 10 horas.
Si su papa v su mama comen ambos el doble de rapido gue el pegueno.
;jCuantas horas tardan, los tres monos juntos, en comer todas las hojas del

matorral?

Problema 1.47.

La poblacion de un municipio se incrementd en 1200 personas. Luego, esta

nueva poblacion disminuyd en un 11 %.

El municipio tiene ahora 32 personas menos de las que tenia antes del
aumento de 1200. ;Cuél fue la poblacion original?

Problema 1.45.

Dios naves inter-espaciales, Acajutla v Cuscatlan, parten hacia Marte con sus

relojes sincronizados al momento del despegue.

El reloj de Acajutla esta descompuesto de modo que se atrasa 200 minutos por
cada 10065. El reloj de Cuscatlan, esta descompuesto de modo que este se

adelanta 100 minutos por cada 10065.

Al llegar a Marte. las tripulaciones de las dos naves se dan cuenta que en ese
momento ambos relojes marcan la misma hora. [Cudntos minutos tomd el

viaje?
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Praéfe.m& I. 4‘5{

Hay # monedas que se ven iguales pero sélo una es de oro solido. La moneda
de oro macizo pesa ligeramente mis que las falsificaciones. Para identificar la
moneda de oro real, usted puede utilizar la balanza solo dos veces. [ Como

puedes averiguar cuil es la moneda real?

Problema 1.50.

;i Cudl de los signientes tiene que ser un mimero entero?

a) El promedio de dos niimeros enteros pares.
b} El promedio de dos mimeros primos.

c) El promedio de dos cuadrados perfectos.
d) El promedio de dos maltiplos de 4.

e) El promedio de tres enteros consecutivos.
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Ubicacion Curricular de los Problemas de

Aritmética

A continuacion relacionamos los enunciados de problemas presentados en el

capitulo anterior con los contenidos establecidos por el programa de estudios

oficial de la Hepiblica de el Salvador v los pre-saberes deseables para la

resolucion de cada problema. Se indican también, a manera de ayuda en la

resolucion de los anteriores problemas, estrategias recomendadas para resolver

cada problema. Una descripcion de estas estrategias puede encontrarse al

inicio del libro. En el capitulo signiente se presentan soluciones a estos mismos

problemas.

Pfﬂé.{fﬁ'ﬂiﬂﬁ P&I‘& efPragr&ma G’E TEJ‘EE!’ 6}-{?!0

Grado  Temas Problemas  Pre-saberes Estrategia
1.1, 1.17 Dhese cldn del
Unidad 1: Apliquemes los ) : Operaciones eE Pl
s 1.36, 1.37, problema, Ensayo y
70 niimeres enteros. Representaciin Lo bdsicas, e
grifica de enteros, operaciones = -
combinadas y ley de los signos. 1.6. [}r;nl_'rut:muut-:. Ensayo y error.
bdsicas.
Unidad 3: Operemoes con 1.3, 1.4, Operaciones con Descomposicidn de
nfimeres racionales. 1.5. fracciones. problema en partes.
7o Representaciin geométrica de los o .
a wraclones
niimeros racionales, fraceiones | E o Identificacidn de
equivalentes vy complejas, ¥ opera- 1.12, 1.13. S patrones.
clones eon fracciones y decimales milmeros enberos .
Unidad 5: Utilicemos
T e N R
7o proporciones, plano o 4, 1.45. 1.46 I O ol
proporcionalidad directa e o ; problema.
e noE enkeros.
inversa, regla de tres simple
directa, tanto por clento.
Unidad 8: Concscamos y
utilicemos el filguhru. Motacidn
sebraien . SlEnos v e siones 1.10, 1.14, raciones
algebraica, signos v expresiones Operaciones Identificacion de
7e algebraicas, grado absoluto y 1.15, 1.146. bfsicas con

relativo de monomios, términos
semejantes, reduccidn y valor

numirico de monomios.

LTS enberos .

patrones.
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Grade Temas Problemas  Pre-saberes Estrategia
: i ol
Unidad 7: Utilicemos los Operaciones Identificackin do
exponentes. Exponente entero 1.11. bdsicas con
o positivio, negativo y oo notacion clentifica. 5 )
propledades, notacidn clentifiea y O peraciones I icidn del
PO T (RO LI L4
conversidn de notacidén decimal a 1.27. bdsicas con E
problema.
clentifica y viceversa. notacidon cientifica.
Unidad 9: Conozcamos ¥
apliqguemos los radicales. Raix
: Operaciones
cuadiada y ciiblea exacta, Descom posicidn del
7 1.7, 1.8. bésieas con
Propiedades de los radicales, problema.
notacidn clentifica.
radicales semejantes y
Operaciones,
Unidad 1: Trabajemos con
8% nﬁme}'ua rea.lles-. O peraciones 1.19. 1.20. Pateniacin. Deseom posicion del
oon nitmeros rracionales vy Reales, problema.
Céleulo de la raiz cuadrada.
Combinaciin de
Diferencia de propledades
Unidad 4: Aprendamos a 1.2. cuadrados de algebraicas y
factorizar. Factor comiin, cantidades. progresiones
8e trinomios factorizables, suma o aritméticas.
diferencia de potencias iguales, Binomio al Lzo de propledades
combinacién de casos. 1.9 cuadrado, algebraicas para
o Operaciones simplificar
alpebraicas. cantidades.
Unidad 6: Operemos
Ensayo vy error
fracciones algebraicas. Cileuls 1.29, 130, Desc:m:mj.ﬂﬁ:: e
go v aplicacién del minime comiin 1.31, 132,  Criterios de peobloma
miiltiplo v méxdmo comiin divisor divisibilidad. ’
plo y 1.33, 1.34, Identificacidn de
de monomios v polinomics v la 1.35.
simplificacion de fracciones. i ’
Unidad 9: Trabajemos con Usn de propiedades
ge ecunacioneas. Eouaciones enterns 1.48, 1.49, Operaciones algebraicas para
v mcconadas de primer grado 1.5, bdsicas. shimplificar
oon una inedgnita. cantidades.
Ecuaciones de Uso de edades
Unidad 5: Resolvemos TR sl braipc;:Pj B
9° ecuaciones de segundo grado. 1.42, 1.43. E:rcuadaires d:z siriep]jﬂca.r .
Métodos de solucion.
. Heien segundo grado. cantidades.

1‘

Problemas para el Programa de Fducacién Media

Unidad 4: Grafiguemos
relaciones y funciones.
Dominio recorride v grafica.

Problema

1.44.

Pre-saberes

Ecuaciones de
segundo grado.

Estrategia

Descomposicion del
problema.
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Grad

Temas Problema Pre-saberes Estrategla
o]

Unidad 1: Estudiemos ) ) .

sucesiones aritméticas y 1.39. 1.40 Operaciones Identificacidon de
2° ftri o teriaticas 1 _11" ! bdisicas, con patrones, Reduccidn al

ff&ullll TLOAR. Lamcarmmas, e nilmeros enteros. absurdo.

BTN,

Unidad :ﬁﬂtilim::nn el 1.21, 1.22,

conteo. cnicas de conteo.

1.23,1.24 Descomposicion del

2° Factorial de un nimero. 1.9 ! 1 ! Métodos de conteo. blemz

Permutaciones. Combinaciones. L i pra :

Diagrama de drbal. 1.28.

Unidad 3: Analicemos la o )

FECAC LSS
funcién exponencial y E ) ) .
Iy bdsicas, con Identificacidn de

20 lc}gar{tmlcn. Caracteristicas. 1.18.

Dominio, rango o recorrido,

griaficas.

nimeros ente s,

protencias,

a brones,
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Soluciones de los Problemas de Aritmética

Praéfe.m& .E.!.
iCual es el valor de (100 +98 + 96+ -+ 4+ 2) — (1 +3 + 5+ -+ 97 + 997

Solucién del Problema I.1.

Podemos reorganizar la expresion de la siguiente manera: (100 +98 +--+ 4 +
2)—(994+97+--4+34+1D)=100—-994+98—-97+--+4—-3+2—1. Observemos
que podemos agrupar los niimeros de dos en dos de tal forma que cada suma
resulte en uno: 100 —99 498 —974+ - 44 -34+2—-1=(100—99) 4+ (98 —97) +
-+ (4—13) 4+ (2 —1). De esto obtendremos la suma: 1+ 14 -+ 1+ 1. La serie

contiene 50 sumandos. Por tanto, la suma total es 50).

Problema 1.2

. . . | . . . |
(22w 2000% 200 2%) = (134 B e 200074 2011%)
A026( 124 2% e 2117 420127

Calcular

Solucion del Problema 1.2,

Utilizando la diferencia de cuadrados para el numerador de la expresion

tenemos:
(2420007420127 ) (124804 200074200 17) (B P 000F £ 200204 (17 B o 20007 4 20117)
2617+ 2 201174201 27) 402617 2 w2011 4201 27)
17427 ea 20117 420127
ro = ] o
A26[17 427 4 b 20117 4+ 2012

(22 447 4 -+ 20107 + 20127 — (124 3% +

4026
e 2009° + 2[1112]}. Ordenando vy simplificando tenemos: -urlui * (E? L L
:_}-3 + ﬁ-g . 5-3 PR 2[]12-3 . 2[]11-3) o E=D02+ 1)+ (A4=D {44+ 4+ (201 2= D201 24+ 2011) _

A4
F4TH114 10444025 o - oy . o
o . Notemos que 3+ 7411+ 15 4. +4023 ¢85 una progresion aritmética,
B A EAT]

(ag+a,)n o {.'§+-I.-II'3.'§:I-I. = RO59.

“a 3

-

(7 + 4 ot 200127 = (17 4 37 4 oo 4 2011%) =  * [2% + £ + v 4 20007 +

2012* = (17 +3° + =+ 2000° + 20117} ] =

por lo tanto podemos calcular su suma mediante S =

“ “a
(P Paerr 010P £ 20127) (12487020007 2011%) 8052
Die esto se deduce que: =—=

26017427 442011720127 Toame
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Problema 1.3,

Encuentre tres enteros positivos a,b, ¢, d tales que a4+ ——=

Solucion del Problema 1.J.

: 1 20 1 13 7 7
Sabemos que a + it Entonces, a4+ i + i 1+ o FPor lo tanto,
—_— E 5 E E -
e+d e+t
§ 1 7 ° 1 13
se deduce que a= 1 vy que —T = Asi, b+—=—. Por el mismo
o : o= i
1

o+

| =
-1l

argumento, b+i.=i:+§= 1+§. De esto deducimos que b =1 w =

o= L
o

Entonces, :‘,+—lj=§=:—]:+‘l,= 1+1—l,. Por lo tanto, e=1 ¥ - t=1 Por lo tanto d =
o il il 1 1 :I

6. En conclusion, a = 1,b = 1,c=1,d =0.

Praéfema 14
Calcular: + + +‘-'1|+ =

NN} LOHLAHY

Solucion del Problema [.4.

Observemos el desarrollo de la suma para algunos casos con Unos pocos

11 1 1 2 1.1 1 1 1 1 3 1 1 1

sumandos: - +==—+—==-t-t+t==—+—+—=-; '+-+—+—= —+
© 206 2 23 37206 120 1e2 0 243 8kl 4" 2§ 20 L2

4

3

Observemos que la k — ésima fraccion de cada suma tiene la

Al mismo tiempo. observando el patr-ﬁn que muestran los
S
A[AH] k1’

1
forma ,
k(e 1)

resultados. la suma de estas k fracciones parece ser: + + -I- =

Para demostrar que esto es cierto para todo n, utilizaremos induccidn.

Observemos primero que esta hipdtesis se cumple para el caso en que tenemaos

1 1 T 1 1 1
un solo sumando: -4 -4 =—==-= = = -, 5i sabemos que
2 n{n+1) e+l 2 Le(l+1) (1+1) a’
1 T

. L, 1
para algiin entero n se cumple qgue, ;+F+F+ -+ e ) == entonces para
¥ 1 2 e T

1 n 1 _m 1 _ mn+2)+1
rfr+1) (e ){mn+2) T n+l (n+ 1(n+2) o (red D+ 2 o

n+ 1 tendremos: %+ }+% ++
2 i 2

(n+1)®  _ n+l

(n+1)(n+2) T e

d(‘mll("‘itrﬂ qu-:: la pmpic‘dﬂd es tfzilidﬂ para cualguier n. Por lo tanto,

_+ + e +;= 1 __ Ll

N ILILILE e 1K) 100101 - 1’

Entonces, la propiedad se cumple también para n+ 1. Esto
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Praéfe.m& I.i
;i Cual es valor del producto (1 — —._J) (1 — 1—1) (1 ——J) ?

Solucion I del Problema 1.5.

Como gueremos calcular todo el producto, haremos algunos casos particulares

con los que buscamos determinar algiin patron. Calculemos los productos:

(1‘—)(1“_) (1=9(-9)=00) =G> (1—*)(1—*)(1——‘-)=
GO E =3 (-2 (-2 (1-2)(1-3) = O () E) () = 5 Observemos

que con los casos particulares no es muy visible el patron que siguen los

resultados.

Asl que, estudiaremos mas a detalle la estructura de estas expresiones. Sea el

) . 21y e @+1)(2-1) 20+ _
?m;:cr) producto: (1 __)( (2+1)2 ) ( 2? )(m 1;!) a? ("4-1}'3 -
2-1)2+42) _ 2

22+¢1) 3

Ahora veamos el producto con tres factores: (1—_3#_,)(1— l .)(1— —) =

_ (241)* (24232
C2=1)(2+2) *'3'+-|.¢'3+3 _ 2=1)02+2) N {'3+.'§}[‘3.+l]- — (2=1)2+3) — l De forma ﬂﬂﬁlﬂgﬂ

A2+1) (24 )2 (2 1) (242 3+1) 5

podemos calcular el producto con cuatro factores:

(1 - L) (1 N (2:1}'!) (1 B tf:zj'!) (1 B {.3:3}-3) = {L{?E;l} B 'i

Entonces. podemos conjeturar que si n es el mimero de factores a multiplicar,
(2-1)(2+n)
Ame1)

El resultado de multiplicar n factores es

Ahora bien, en el producto (1 ——)(1——) (1—;.,) tenemos 2012 factores,

015
es decir, n = 2012,

Por tanto, ¢l producto de estos es:
L U 1 i (2=1)(24202) i 14
(1 -3'-’) (1 :3'—’) (1 -zm:;'-’) (2)(A1241) 26

Solucién 2 del Problema 1.5.

. i 1
Consideremos el caso general de estos productos. Es decir: P_= (1 ——.J *

1
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(1 _Lj) (1 L ( '—l){i'—l) (rr —I.) -[“+l}(‘J l} (3133 = l] s (rr+l}|Err—I.} =
Ey s T 5 T

(4 12=1(3+ 133 =1].. [n+l}(rr-tj ({2 D5+ 1) {rr+l}} ((2- 1]{5‘ 1nr= 1}}

2 q b tn? 2437
{Jit-lt...o{rr+l})o[lr’_’a.‘i...(rr—l}} _ |_t'}t,';!o.L.*Ii...t(fr—l}-‘ltrrt{rr-}-l} _ L+ 2eme{n 1) _ L+2eme(red 1) __m+l
2057 2 453% am? 2% em Fen? an "
. 1 1 2M3+1 2014
De esto concluimos que (1 — f) (1 — —.) (1 — —) = = .
q o 57 AL AT MG

Problema 1.6.

Coloque uno de los signos aritméticos 4, —*+ entre cada par de niumeros
sucesivos del lado izquierdo de la igualdad para que sea wverdadera. Las

operaciones pueden usarse més de una vez o no usarse.

1 2 3 4 TR T8 09 = 100

SGIHCJHH G;E"j .Praéfe.ma j; ﬁ

1 + 2 + 3+ 4 4+ 5+ 6 +7+ &= 9 =100

Problema 1.7

Encuentre la suma de

VI-VT | -2 ____l_v.l'ﬂu-n—\n'-:ul:a
VINL+2013

&

Soluciéon del Problema 1.7

. VI-T G2 VETA-I0E  vZ &1
Al operar la expresion dada obtenemos NG + 7 +- = R AR +
Vi AT £_£+ 1 VAT EE n VIO S Es d
Vi W6 Y12 iZ VATEAZ 2002012 VI0Ie2013 A 20014e 2013 s decir que,
—-.,-"__I_u_l_ _I_».-'zm u'-zm:i_ﬁ_ﬂ_ﬂ _ﬂ _____ v1
Vi VAR 42 42 4 ,r y2012
— -.l'-*:T Observemos que. en la expresion anterior al agrupar algunos de
los sumandos de dos en dos el resultado de su suma es cero. Tomando esto en
V2T | Vi VI -VA13 w."_ 1 1
cuenta tenemos: -.."' + — 7 4+ — W TSI sy A

Pfﬂgjﬁ?MH ;-C?-
;Cual es el valor de v 10+ 46 — V10 — 446 7
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Sﬂjﬂﬂ:‘gﬂ d’efpraéfe.ma .f,ff-

Elevamos toda la expresion al cuadrado: (’J 10 + 446 — v" 10 — *1\!'%)_. Ahora

desarrollemos el cuadrado: (\4’1[] +44/6 — 14"1[] — *1«,."’5)-3 = (14' 10 + 146 I? —
9 ((J 10 + 1v6) (J 10 — Nﬁ)) +(v10- wﬁ)? =

10 + 4v6 + 10 — 16 — EJ(IH + 41/6) (10 — 4v/6) =

20 — 24100 + 4046 — 406 — 96 = 20 — 2401 = 16. Pero este es el valor del

cuadrado de la expresion original. Por lo tanto, v‘l[]+*1ﬁ—u’1[]—*1\r'_=
V16 = 4.

Problema 1.9

Demuestre que (\"I 5+ 246 — 5 — Eﬁ) s un numero entero.

Sﬂfﬁﬂlﬁﬂ drf-"f Praéfe.ma jﬂﬂ

Sea = =v0+2V6 v y =+5— 246. Entonces, 22=5+2/6 Y

2 =5 — 24/6. Por lo tanto, 22+ =5+ 26+ 5— 26 =10. Ademas,

Ty = (EI + Ev"ﬁ){ﬁ — Eyfﬁ} = 1. Asi, tenemos que (z—y)’=2"—2zy+y° =2+

y? — 2ry =10 —2(1) = 8. Ahora analicemos la expresién original: (1.,|'E| 4+ 26 —
14 ; . . .

VH— 2\'%} = ((x — D)W = g7 = {2’;}1”" =221 Esto demuestra que

2014

(1.?[5 + 2\."?— V5 — 21’?) 5 entero.

.Pl'{?éjEMH j—fﬁ

‘s a2 . ‘ a2
Definase la operacion ~ para la cual se observa: ~1=2"—-3=*1; ~2=3" —41=

2 ~3=4>—5%3 ~1=5 —§=4. Hallar ~15.

Solucion del Problema 1.10.

En base a los valores presentados para la operacion ~, se puede conjeturar
una forma general de esta operacion. Para cada uno de estos valores, la
operacion es la diferencia del cuadrado del valor mas uno, menos el producto
del valor anmentado en dos v el valor mismo. Asi, podemos conjeturar que

para un valor n la operacidn ~n tendri la forma siguiente:
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~n=(n+1P-m+DH)=(E*+2n+ 1D —-(n*+2n)=1

De lo anterior podemos concluir gue ~15 = 1.

Problema 1.11.
Si 1'=1; 11°=121; 111°=12321; 1111° =1234321. Hallar 1111111° 'y,

ademadas, dar la suma de los digitos del resultado.

Solucién I del Problema 1.11.

En los resultados conocidos observamos un patron en los digitos de los
resultados. Consideremos como n el mimero de digitos de la cantidad original
a elevar al cuadrado. El digito medio de los resultados es el mismo mimero que
la cantidad de digitos en el nimero original. A ambos lados de este digito

central, se van colocando los digitos menores.

Podemos continuar el patran COIMLO se muestra:

111117 = 123454321, 111111% = 12345654321, 1111111% = 1234567654321, Por lo
tanto, conjeturamos que el resultado para n =7 es: 1111111° = 1234567654321.
Entonces, la suma de los digitos serda: 2(1) + 2(2) + 2(3) + 2(4) + 2(5) + 2(6) +
7T=419

Notemos que este patron no se puede generalizar para n igual o mayor que 10.
En estos casos el digito central. gque como vimos debe ser igual a n, va no
puede ser representado por un solo digito v esto a su vez afecta a otros digitos.

Por ello necesitamos encontrar un modelo mas general.

Sﬂjﬁﬂs‘gﬂ 2(’!&1’ .Preéfe.ma j.jj.

Para construir una solucion mas general utilizaremos el hecho de gue un
numero decimal puede descomponerse en una suma de potencias de 10. Asi

por ejemplo, el nimero 1821 puede descomponerse de la siguiente forma:
1821 = 1= 10" + 8= 10° + 2« 10" + 1= 10",

El nimero 11111 se puede también descomponer como: 11111= 1=10" +1 =
10° + 1#10° 41« 10" + 1= 10". Consideremos la expresion en potencias de 10

del nmimero formado por n+1 digitos uno: 1*10" + 1« 10" " 4+ -+ 1= 10" +
110" =10" + 10"" + -+ 10" + 10"
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El cuadrado de esta expresién serd la suma siguiente: (107)(10" + 10" 4 - +
10"+ 10" + (10" ) (10" + 1077 4 o4 10" + 10" 4+ -4 (107) (107 + 1077 +
=+ 100+ 10" + (10")(10™ + 107" 4 -4 10" +10%).

Efectuando estas sumas tendremos:

10%" + 10" + 10" 2 s + 10 10" +
10F™ = 107" - 4+ 10™ 10" + 10" +

0™+ 10" + 10" 4 -+ 10" +
10"+ 10" 44 10" + 10"

Que es iguala 1+ 10°" 4+ 2% 107 4 oo+ (n 4+ 1) * 10" + ---+ 1= 10". Observemos
que esta expresion representa la estructura para cualguier valor posible de n,

no Mnicamente hasta n =9 como era el caso en la solucion anterior.

Por lo tanto, para obtener el resultado de n+1= 7 tenemos: 1*10'7 42«
10" +3%10" +410" +5=10° + 6+ 10"+ 7= 10° + 6« 10° + 5= 10" + 4= 10° +
310° + 210" + 1+ 10" = 1234567654321, Por tanto la suma de los digitos es
19.

FProblema .12,
Calcule la suma de las cifras de M, si M = (HHH ...HI’-I“F)_ + (999..99)°

52 i fras 52 eifras

Solucién del Problema 1.12.

Calculemos los resultados por casos; Si consideramos la suma para numeros de
una cifra, 3 +9° =90, la suma de las cifras es 9+ 0 para numeros de dos
digitos, 33°4+00° = 10800, la suma serd 1+0+8+9+0=18= 1)+ 0+
8(1)+ 9+ (0 Para nimeros de tres cifras, 3337 4 009 = 1108890, la suma sera
14+14+04+84+84+94+0=27=1{2)+04+8(2) +9 +0. Entonces, podemos
conjeturar que (E-HH ...33:{)3 + (999. @Q]i =111 ...111 () 888 ... 885 90.

n i fras net fros =1 i fras =1 i fras

Por lo tanto, su suma seri: In—1)4+04+8n—-1)+94+0=1(n—-1) +
Bn—1)4+9=9n—-1)+9=9. De esta forma general deducimos que:

M= (:-::-::-: ...:-*.:-*.:-*.)' + (999..99)% = 9(52) = 468.

52 ot fras 52 et fras
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.!Draéfe.m& j.!£
Hallar la suma de las cifras de M = 0 = BE8 ...EE

1007 i fras

Solucion del Problema [.14,

Los valores presentados sugieren un patrén de la forma f =n(101-n) +

(51 — n). De esta forma podemos calcular los siguientes valores:
fi =401 =1)+ (51 —4) = 4= 9T+ 47 = 435, f. =5(101—5) + (51 —5)
=5+ 06+ 16 =526, f, = G(IOL —6) + (51— 6) =6 =95 + 45 = 615.

Entonces, f,, = 20(101 — 20) + (51 — 20) = 20(81) + (31) = 1651

Solucién del Problema 115,

Calculemos el resultado para algunos casos particulares. Al multiplicar por 8
tenemos 9# 8 = 72 cuyas cifras suman 7+ 2 =9 al multiplicar por 88 tenemos

0 #5858 = 792 cuyas cifras suman 7T+ 94+ 2 = 9= 2; al multiplicar por 888 tenemos

9 * 888 = 7992 cuyas cifras suman T+9+94+2=7+H2)+2=9=3.

Observemos que estos nimeros describen un patron. Conjeturamos que para

0+ 888 .88 el resultado de las sumas de sus cifras sera 9n. Por lo tanto, para
n cifras
n = 1997 tendriamos: M = 0 * 888 ...88 = 7 + 9(1996) + 2 = 31938

LT i fras

Problema 1.14

Hallar la suma de los digitos de f, si sabemos que f =1+100+50, f, =2+
99 + 49, f, = 3= 98 + 48,

Praéfe.m& j.!i

Hallar la suma de los ntimeros en la fila 2012,



=1
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Soluciéon del Problema I.19.

Determinemos los resultados de las operaciones de cada fila. La primera fila
resulta en 1; en la segunda fila tenemos 2 —2=1; En la tercera fila tenemos
3—3+3 =3 En la cuarta fila tenemos 4 — 4+ 4—4 =10

Die estos resultados anteriores observamos que para los numeros de fila pares,
niameros de la forma 2k, ¢l mismo mimero seri sumado v restados la misma

cantidad de veces resultando en una suma de cero.

Para los numeros impares, que son de la forma 2k 4+ 1, el numero de fila sera
sumado una vez mas que la cantidad de veces gue este sera restado. Por lo
tanto. para las filas impares el resultado de las operaciones de la fila sera el
mismo mimero de fila. Con base a estas observaciones concluimos gque el

resultado de la fila 2012, por ser niimero de fila par, es cero.

Problema 1 16.
Hallar A + B

Fig. 1 1
Fig. 2 1 3
Fig. 3 1 3 5

1 3 5 7

Fig. 4

Fig. 2012 A B
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Solucion del Problema 1.10.

En el esquema anterior podemos observar una sucesion aritmética de nimeros
impares en cada fila. La primera (figl.) incluye sélo el primer mimero impar.

La segunda (fig2) los primeros dos nimeros impares, v asi sucesivamente.

La fila n contendra entonces los primeros n impares. Es decir, los numeros
impares entre 1 y 2n — 1. De esto podemos deducir que para fig. 2012, el valor
de Aseria 1, mientas que Fserd el impar con ordinal 2012, es decir B =2N —
1 =2(2012) —1 = 4023. Por lo tanto, A+ B= 144023 = 4024.

Problema 1.17.

Si esta secuencia continna, jcudl serd la suma de los digitos en la fila 20137

Solucion del Problema 1.17.

Consideremos los valores en la piramide. Esta se divide en secciones de 10
filas. En las primeras 5 filas, hay 25 nimeros. Por ello, si €l primer nimero es
1, entonces el 1dltimo es, necesariamente, 5. Esto se verifica porgue al realizar
la division entera de los 25 niimeros en esta seccion de la pirdAmide por los 10

digitos posibles, el residuo es 5.

Al examinar las filas de la 5 a la 10, observamos que cada fila tiene yva més de
10 mimeros. Si quitamos a cada fila los dltimos 10, observamos que se habran
quitado, una wvez por fila, cada digito (como se muestra en la figura). Los
niumeros restantes seran 25, puesto que el residuo al dividir por 10 es 5; v si

comenzamos con €l mimero 6, el 1ltimo digito de estos es ().
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Repitamos el proceso con las siguientes secciones. Y observaremos que el
comportamiento observado anteriormente se repite. Cada 5 filas podremos
quitar cada digito una vez mas que en la quintupla anterior. Y también en
cada seccion de 10 digitos habra 50 digitos fuera de tales quintuplas. Dado que
50 es divisible por 10 v estos digitos que quedan comienzan por uno, entonces
el iltimo digito que queda de las 10 filas es 0.

De las observaciones anteriores se sigue que para obtener la suma de los
digitos de la fila mimero 2013 habrd que obtener la suma de los digitos que

quitamos en esa seccion v sumar a ésta los nimeros que se mantienen.

La fila 2013 tendrd en total 2(2013) — 1 = 4025 digitos. Este nimero da por
residuo 5 cuando se divide por 10. De esto se sigue que en esta fila aparecen
4020 veces los 10 digitos de forma consecutiva. La suma de todos estos digitos
serd 402 = Xizi = 402 = 45 = 18090

Para obtener los tltimos 5 digitos, observemos la posicidon que 2013 ocupara en
la seccidn que le corresponde. Asi, observemos que 2013 = 201(10) +3. Por
tanto, 2013 ocupara la posicién 3 de su seccion. Esto implica que la suma de

los digitos faltante serd 54+ 6+ 7+ 8+ 9= 35.

Esto implica que la suma total de los digitos de la fila 2013 serd igual a
18090 + 35 = 18125.
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Problema 1.18

En el patron de nimeros que se muestran, cada fila comienza con un 1 v

termina con un 2. Los demds nimeros son iguales a la suma de los dos

numeros situados inmediatamente arriba.

Por gjemplo, en la cuarta fila 9 es la suma de 4 v 5 5i se continna
construyendo las filas siguientes con este mismo patron, jcual es la suma de

todos los nimeros de la decimotercera fila?

Solucidn I del Problema 1.1

Se efectia la suma de cada una de las filas conocidas. de la forma siguiente:

Suma
1 2 3
1 3 2 6
1 4 5 2 12
1 5 9 7 2 24
1 6 14 16 9 2 48

Al observar los resultados de esas sumas nos damos cuenta gue todos los
valores obtenidos son miltiplos de 3 v el wvalor signiente es el doble del
anterior. Por lo tanto, cada una de estas sumas sera multiplo de una potencia

de dos mas que la anterior. Entonces, verificamos que la primera fila tiene por
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suma 3* 1= 3*2°=3;la segunda fila suma 3+ 2 =3+2* = 6; la tercera

Jxd =3«22 =12 la cuarta 3* 8=3 =22 = 24; v asi sucesivamente.

El términos generales, la suma de cada fila n viene dada por f{n) = 3(2 = *).

Por lo tanto, para la decimotercera fila, la suma sera:

f13) =3+ 291 =3« 2 = 19,288,

Sﬂfﬂﬂ;‘gﬂ 2 JE?J} Pfﬂéff?ﬂﬂ j.!&

Observemos gque en cada fila, exceptuando la primera, cada uno de los
niumeros de la fila anterior estda sumado dos veces, uno por cada nimero
inmediatamente abajo. En la fila siguiente, aparecera sumado el doble de veces

que en la anterior.

Si consideramos el numero 1 de la primera fila, éste aparecera 2 veces en la
suma de la segunda fila, cuatro veces en la tercera, etc. Por tanto, el 1 original

e =1 E
aparecerd sumado 2" veces en la n-ésima fila.

Consideremos el niimero 2 de la primera fila. Este aparccerd sumado 2 veces
en la segunda fila, 4 veces en la tercera fila, v asi sucesivamente. Por lo tanto,
en la n —ésima fila aparecera sumada 2 = 2"' = 2" veces. Entonces, la suma de
los digitos de la fila niimero 13 sera: 2 + 2" = 12,288,

Problema 1.19

. - . 1007
jCuanto suman los digitos de la cantidad 4 x5 1

Solucién del Problema 1.19.

AL007 o 52010 _ 1007 ST007 o SI007 (g 51007 o 51007 — cop 1007 o 51007 [ 0 e og
. . 5+ 1007 .

igual a (20 =57 = 100" = (1[]3} =10*"", Este ntmero tendra entonces

. . 107 | 2014
un uno seguido por 2014 ceros. Por lo tanto la suma de las cifras de 4 *5

es 1.

Problema 1.20
=M12 e

JCual es el digito de las unidades de 7
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Observemos los tltimos digitos de varias potencias de T:

Exponente Potenecia Ultimo digito
1 =7 7
2 7 =49 9
3 7= 343 3
4 7= 2401 1
5 7= 16807 7
6 7" = 117649 9
7 77 = 823543 3
8 7% = 5764801 1
9 7' = 10353607 7
10 7 = 282475249 9
11 7 = 19773267413 3
12 7 = 13841287201 1
13 7% = 96889010407 7

Observando estos resultados nos damos cuenta que los altimos digitos de las
potencias se repiten siguiendo el patron: 7, 9, 3. 1. 7. 9, 3. 1. 7... es decir. se
repiten los digitos en grupos de 4. Vamos a dividir el exponente 2,012 entre 4,
para saber cuantos grupos de 4 completos se han formado 2,012 =41 =503. Es
decir, hay 503 grupos de cuatro. Ademas, como no hay residuo, 2012 sera el

nltimo nimero del grupo de cuatro al que pertencce. Por lo tanto. el digito

final de 7" es 1.

Sﬂiﬂﬂfgﬂ Z}afef!praﬁfema I.Zﬂ.

Observemos que si dividimos un entero a entre un entero b tendremos gue
a = kb+ ¢ Donde kes un cociente entero de la divisidon v ¢ es un residuo. La
relacion entre el dividendo., el divisor, v sus residuos de division entera se
pueden expresar usando una notacién especial: a = cmod[b]. Esta expresion se

lee: “a es congruente con ¢ en modulo b7,

Observemos también que si luego queremos obtener una expresion para

a’dividido por b. tendremos:
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a0 = (kb+ ¢)® = Kb 4 2kbe + & = (k'zb+ 2ke)b+ ¢ = kb+ ¢®. Observemos que
en este caso k; que es un entero, es cociente de dividir a° por b. Por lo tanto

podemos conclui que a = 2 mod[b].

Esta propiedad la puede utilizar para explorar el problema propuesto.
Observemos que al dividir por 10, el menor residuo entero sera el nltimo digito

del niimero. Asi tenemos: 7 = 7 mod[10]

Al elevar esta expresion al cuadrado. tendremos: =7 mod|[10] = 7 =
19 mod[10] = 7° = 9 mod[10]. En este caso llegamos a la conclusién de que 49
era un residuo. Sin embargo. este todavia contiene el factor 10 cuatro veces,
por tanto no es el residuo menor. 9 si lo es. Si repetimos este proceso con el
nuevo resultado  tendremos ['F"Ej'z =0 mod[10] = 7' =81 mod[10] = 7' =

=l

1 mod|10]. Puesto que el residuo de 7 dividido entre 10 es 1, entonces el
residuo de dividir cualquier potencia de 7 por 10 darda como resultado siempre

1 (al elevar 1 a cualquier potencia obtendremos siempre 1).

Dado que 77 = (7155, el residuo de dividir 72 por 10 sera 1. Por tanto, el

=212

nltimo digito de 7 es 1.

Problema 1.21.

;i Cudl es la cantidad de niimeros de tres digitos que no contienen el cero v uno

de los digitos es la suma de los otros dos?

Solucidon del Problema 1.21,

Si iniciamos con el digito 1 en las centenas, en las decenas podemos escribir 7
digitos diferentes de modo que la suma sea 9 o menor. Con cada una de estas
siete combinaciones se pueden formar 6 combinaciones diferentes con los
mismos digitos. lo que nos lleva a tener T#*6 =42 combinaciones v le
agregamos las 3 cantidades cuando se repite el digito 1. Si iniciamos con la
cifra 2 en las centenas., para las decenas hay 5 cifras posibles que dan cinco
combinaciones. Con cada una de éstas se pueden formar seis cantidades
diferentes, por lo gue se tiene 6* 5 = 30 formas v agregamos las 3 cantidades

cuando se repite el “27.

Si iniciamos con la cifra 3 en las centenas, para las decenas hay 3 cifras
posibles que dan tres combinaciones. Con cada una de éstas se pueden formar

seis cantidades diferentes, por lo que se tiene 6+3 = 18 formas ¥y agregamos
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las tres cantidades cuando se repite el digito 3. Si iniciamos con la cifra 4 en
las centenas, para las decenas hay 1 cifra posible que da una combinacion,
pero con ésta se pueden formar seis cantidades diferentes, por lo que se tiene 1

por 6 formas v agregamos las 3 cantidades cuando se repite el digito 4. Por lo
tanto, se tienen: 45 4+ 33 4+ 21 + 9 = 108 cantidades que cumplen las

condiciones dadas.

Praéfe.m& .E.A?Z

;jCudl es el nimero de enteros entre 100 v 400 que contienen el digito 27

Solucién I del Problema 1.22

Veamos como es el comportamiento de estos enteros en el rango del intervalo

dado, para ver el nimero de digitos en el cuadro siguiente:

Valores que se encuentran en el intervalo
de 100 y 199

Entre digito # de digitos dos
100 109 1
110 119 1
120 129 10
130 139 1
140 149 1
150 159 1
160 169 1
170 179 1
180 189 1
190 199 1

Tenemos un total de 19 numeros enteros entre 100 — 99, Para el rango de 200
al 200, existira 100 veces el digito dos. En el rango de 300 al 400, el numero de
digitos con niamero dos es 19. Al sumar todos los enteros en el rango
comprendido de 100 — 400 tenemos que 19 4+ 100 4 19 = 135,

SﬂjHCIHH 23&11}’1'{?5!&@6 I.ZZ

Por simplicidad podemos obviar el ntimero 400 gue no tiene digito 2.
Utilicemos el principio de la multiplicacion para los nimeros entre 100 y 399

que tienen el digito dos una sola vez.
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Estas seran: 1#*0+04+ 2+ 1+ 042+ 0x1=117. Los nimeros que contienen el
digito dos exactamente dos wveces serdn: 1194 1=9=142=1=1=2(.
Ademas, hay un so6lo mimero que tiene al digito 2 tres veces, es decir el 222,

Al sumar los resultados anteriores, obtenemos la cantidad de nimeros entre
300 v 400 que tienen al digito dos: 138,

Problema 1.2,

jCuantos numeros de tres digitos cumplen que la suma de sus digitos es 13 v

el producto de estos es mayor que 607

Solucidon del Problema 1.25,

Sean los tres digitos A, B,C, dadas las siguientes condiciones:

Las siguientes ternas cumplen la condicion que A + B+ ' =13

A B C
1 3 9
1 4 8
1 5 7
1 6 6
2 2 9
2 3 8
2 4 7
2 5 6
3 3 7
3 4 6
3 5 5
4 4 5

Con estas ternas probamos cuales cumplen la segunda condicion:

(A(B)(C) > 60

1 3 9 27
1 4 8 32
1 5 7 35
1 6 6 36
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2 2 9 36
2 3 8 48
2 4 7 56
2 5 6 60

Como podemos ver en la tabla 2, las dltimas 4 combinaciones de digitos

generan un producto mayor que 60.

En estas ternas algunas repiten dos de sus digitos. Para cada una de estas
ternas habra tres enteros diferentes gue cumplen con las dos condiciones. Esto
s, una para cada posicion que puede ocupar la cifra no repetida. Asi, para la
terna (3,3,7) los niimeros que pueden formarse son: 733, 373 ¥ 347. Dado que
hay tres ternas como ésta, entre las seleccionadas anteriormente, en total

sumaran 9 numeros de 3 cifras que cumplen ambas condiciones.

Para la terna sin repeticion de digitos. tendremos tres digitos que pueden
ocupar la primera posicion. Luego de colocar el primero tendremos dos digitos
posibles para la segunda posicion ¥ uno restante para la tercera. Por lo tanto,
tendremos un total de 3#2+1 = 6 nimeros de 3 cifras formados con estos
digitos. Por ejemplo, para la terna (3,4,6) podemos formar los nimeros: 346,
J64, 436, 463, 631 v 643. Entre las ternas seleccionadas hay s6lo una sin

repeticion.

Lo anterior demuestra gue en total habra 15 nimeros de tres cifras, cuya

suma de sus digitos sera 13 v su producto mayor gue 6(0).

Problema 1.24.
jCuantos nimeros enteros de tres digitos hay que, al multiplicarse sus digitos,

dan un producto que es mayor que 60 ¥ menor gue 657
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Solucion del Problema 1.24,

Sea Tyz un numero de tres digitos cuyo producto es tal que 60 < ryz < 65. El

valor de xyz podria ser 61, 62, 63 o 64. Analicomos cada uno de estos casos.

Notese que el niimero 61 es primo. Por ello, es imposible que el producto  xyz
resulte en 61. El numero 62 tiene como factores primos 31 v 2. Ambos son
nimeros primos. 2 es ya un digito, pero no hay forma de expresar 31 como
producto de dos digitos. Por tanto, ¢l producto ryz no puede ser 62.

63 puede descomponerse en factores primos como 63=3= 3= 7. De aqui
deducimos que 63 puede ser el producto de niimeros que tengan por digitos los
conjuntos  (3,3,7) ¥ (1,7,9). Para la primera triada tendremos tres
posibilidades, una por cada posible posicion del digito no repetido
(337, 373y 733). Para la segunda triada tendremos seis
posibilidades (179,197, 719, 791,917,971). En total se pueden formar 9 nimeros
de tres digitos tal gque el producto de sus digitos es 63. Para calcular este
niumero pudimos también utilizar el principio de la multiplicacion. Desde esa
perspectiva, decimos que di colocamos primero el digito de las centenas
tenemos tres posibles digitos. Para cada uno de estos, tenemos dos opciones
restantes para el digito de las decenas. Una vez colocados dos digitos, solo
tenemos uno para las unidades. Entonces, el nimero de posibilidades para la
segunda triada es de 3 =21 = .

Tenemos que 61 =222« 2% 2+ 2, Con seis factores 2 podemos armar las
triadas de digitos: (2,4,8),(L8,8) y(1,4,4). De forma andaloga al conteo de las
triadas anteriores, con la primera triada podemos formar 6 diferentes mimeros
de tres cifras. Con los digitos de la segunda triada podemos formar 3. Para la
ultima triada, hay un solo namero de tres cifras posible, el 444. En total es

posible formar 10 nimeros de tres cifras con digitos cuyo producto es 6.

En conclusion, existen 19 mimeros enteros de tres digitos que al multiplicarse

dan un producto mavor que 60y menor gue 65.

PI‘G.&!&E& 1’.25

jCuantos nameros enteros impares positivos menores gue 1000 tienen la

propiedad de que el producto de sus digitos es 2527
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Solucion del Problema 1.25.

Comenzaremos por busca triadas de digitos que cumplan la condicién que su
producto sea 252, Notese que 262 =22+ 3+ 3= 7. Observemos también gue
entre estos los siguientes productos resultan en mimeros digitos: 22 =4, 3=
3=10, 2«3= 6. Por lo tanto. podemos formar dos triadas de nmimeros que

cumplen la condicion: (6,6,7) ¥ con (9,4,7). Para la primera triada tendremos

31: = J posibilidades: 667, 676 v T66.

Para la segunda triada tendremos 3!= 6 posibilidades: 947, 974, 794, 497, 479
v 749. Esto hace un total de 9 numeros de tres digitos que cumplen las
condiciones. Observemos también que este nimero no puede ser de dos digitos.
Puesto que el mayor producto posible en ese caso es 9 =9 = §81. Entonces, en
total hay 9 mimeros menores que 1000 tal que el producto de sus digitos es

252,

Pfﬂéff?ﬂﬂ j.?ﬁ

Jerry escribid todos los enteros positivos que tienen un maximo de 7 digitos v

contiene solo los digitos 0 v 1. [ Cuantas veces tuvo que anotar el digito 17

Sofucion I del Problema 1.2

Analicemos los enteros de 1, 2, 3., 6, v 7T cifras que cumplen estas
condiciones. Con los niimeros de un digito sdlo cumple el 1. Con los niimeros
de, a lo mas 2 cifras, tenemos que la cantidad de nimeros gque podemos formar
son 2° =4 v oesos son: 00, 01, 10 v 11. El nimero 00 no cumple las condicion
de ser entero positivo, pero al incluirlo no cambia la cuenta de digitos 1. En
total hay 22 = 1 combinaciones diferentes en los cuales se han utilizado 4
digitos 1.

Ahora estudiemos los niimeros con a lo sumo 3 cifras. Estos serdan 000, 001,
010, 011, 100, 101, 110, 111. La cantidad de nimeros de 3 cifras que podemos
formas con ceros v unos son 29 = 8. En estas combinaciones se utilizan 12
digitos 1.

Ahora observemos los enteros de 4 cifras. Las combinaciones posibles de ceros
v unos son: 0000, 00010010, 0011, 0100, 0101, 0110, 0111, 1000, 1001, 1010,
1011, 1100, 1101, 1110 % 1111. La cantidad de numeros de 4 cifras que
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podemos formar solo con ceros ¥ unos es: 27 = 16. La cantidad de unos que se

han escrito son 32,

ton esto podemos conjeturar que, en su forma general, si tenemos k cifras el
" . k=1 .. S
nimero de unos sera k+*2° . Entonces, para T digitos Jerry escribio:
57=1 of
Tx2™ =7=2" = 448

Solucion 2 del Problema 1.20.

La cantidad de combinaciones de 7 digitos que podemos armar con digitos 1 v
() exclusivamente son 2+ 2+ 2+ 2+ 2«2+ 2 =128, Es decir. que para el primer
digito hay dos opciones, igual para la segunda v todas las siguientes.
Obsérvese qgue estas 128 combinaciones yva incluyen los numeros de menos de

cuatro digitos. En este caso, serian los que comienzan con ceros.

Notese también gue esto no cambia la cantidad de unos gue se han escrito,
puesto que las cifras mas significativas estarian rellenas con ceros. Para
obtener la cantidad de unos escritos, observemos que para cada combinacién
siempre hay otra combinacidin que tiene los digitos intercambiados. Asi, si una
de las combinaciones de 1110100 es parte del conjunto, también lo es 0001011.
Estas parejas tienen la propiedad de que las posiciones que en la primera estan

ocupados por un 1, en la segunda estan ocupadas por un 0 v viceversa.

Cada pareja de nimeros complementarios sumara siempre 7 digitos uno. Dado

que podemos formar $= i1 pargjas, el total de nimeros 1 utilizados para

escribir todas las combinaciones sera 64 = 7 = 448,

Praéfem& ju?z
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;Cuales son los dos altimos digitos de 520137

Solucion del Problema 1.27.

Escribamos algunos casos particulares: 5" =1, 5' =5, 5 = 25, 5 = 125, 5' =
625, 5° = 3125. Obsérvese que los 1iltimos dos digitos de las potencias a partir
de 5° son 2 v 5. Y en apariencia, esto se repite para todas las potencias. Asi,

e 2013

podemos conjeturar que los dos altimos digitos de 5 son 2 v 5. en ese orden.

Ahora buscaremos una demostracidn inductiva que nos permita verificar que

esto ocurre para todos los casos. Ya verificamos gue para n=2, se cumple que
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los altimos dos digitos seran 2 v 5. Asumamos que esta propiedad se cumple

para un n cualguiera. Es decir que: 5" = apa4_; ...20. La descomposicidon en
i a1 s e a

potencias de 10 se puede entonces escribir como 5% = a; * 10" 4 - 4 s * 10° +

210" + 5+ 10", Ahora veamos cual seria la terminacién de 5™

57 =(a, 10"+ ap + 10" ot ay e 107+ 25 10"+ 510" = 5
= 5(ay * 10%) + -+ +5(2 = 10") + 5(5 = 10")

Say = 107 4 -4 Bay = 10° + 10« 10" + 25 = 10"

= Ga, * 10" 4+ Sag = 10° + 10° + 2« 10" + 5+ 10"

Las dos potencias de 10 menores estian ambas multiplicadas por 2 v 5. Es
decir, que los ultimos dos digitos seran 2 ¥ 5 para cualquier exponente mayor
que 2 si esta es la terminacion del anterior. Dado que 52 = 25, esta propiedad
se cumple para cualguier 5" con n mavor o igual que 2. Por lo tanto, los

nltimos dos digitos de 513 geran 2 W A

PI‘G.&!&EH& !.ZC?

JCuantos nameros de 5 digitos con todos los digitos distintos de cero v no

repetidos son divisibles por 257

Solucién del Problema 1.25.

Para que un numero sea divisible por 25, el digito de las unidades puede ser
unicamente 0 o 5. 51 es cero, el digito de las decenas también debe ser 00 o 5. 51
es cinco el digito de las decenas debe ser 2 o 7. Como solo nos interesan los
niameros gue no incluyan al cero, descontamos la posibilidad de que termine en

cero. Para los restantes, podemos aplicar el principio de la multiplicacion:
T* 6 *Hh= 21 =420

Primero fijamos la iltima posicion yva que dijimos que debe ser 5; luego. para
la pemiltima posicion, tenemos el 2 o el 7. Asi que tenemos dos opciones. Para
el primer digito tenemos 7 opciones, porque yva utilizamos dos digitos (v no

pueden repetirse) y ningin digito puede ser cero.

Para el segundo digito tenemos 6 opciones v para el tercero nos quedan 5.
Multiplicamos T =6 = 5% 2= 1 = 42().
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Praéfe.m& j—d‘?ﬁ

Calcule el producto de todos los enteros positivos menores que 100 que tengan
exactamente tres divisores positivos. Compruche gue dicho nidmero es un

cuadrado perfecto.

Solucion del Problema 1.29,

Primero pensemos en la naturaleza de los nimeros gue cumplen con la
condicion de tener exactamente tres divisores positivos. Todos los mimeros

enteros tienen como minimo al 1 v a si mismos como divisores.

Los niimeros primos tienen tnicamente estos dos divisores. Por lo tanto, los
niameros primos no satisfacen las condiciones. Si un niimero tiene a dos primos
diferentes como divisores, éste serd divisible por si mismo. por 1, v por cada
uno de sus divisores primos. En total. tendra cuatro divisores. 51 el numero es
divisible por mas de dos primos, €l nimero de divisores sera todavia mayvor.
FPor tanto, el nimero no puede ser primo, ni mialtiplo de dos primos diferentes.

Sies muiltiplo de méds de dos primos, habra incluso méas divisores.

Por lo tanto, si existen niimeros que cumplen las condiciones, éstos no pueden
ser primos, v tienen que ser divisibles por un solo primo. Los fGnicos nimeros
de este tipo son las potencias de nimeros primos. Asi por ejemplo, para un
niamero primo k. k tiene por divisores a 1, ky a k. Por tanto, los cuadrados
de primos satisfacen las condiciones. Las potencias mayvores que dos no
cumplen. puesto todas las potencias inferiores también seran también

divisores.

Asi, los niimeros enteros gque cumplirin las condiciones de este problema deben
ser cuadrados de primos gue resulten menores que 100. Por tanto, el conjunto
- s a2 52 g2 2
de nimeros que cumplen sera {2 L, a5, 85,7 } Entonces. el producto p de los
“

- P - n? . a2 2 2 =
numeros que cumplen las condiciones sera p= 2"+ 37 * 5" = 7° = 44,100. Este es,

ademas, un cuadrado perfecto pues es un producto de cuadrados perfectos.

Problema 1.50.

Encuentre todos los enteros positivos menores que 2013 v que no son divisibles

por 3.
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Solucion del Problema 1.50.

La suma de todos los mimeros enteros entre 1 v 2013 es S =14+2 4+ -4+ 2013 =

(2012 + 1) 222 — 2025078, Los niimeros divisibles por 3 son de la forma

a,, = dn, el primer multiplo de 3 en el conjunto es 3 ¥ el dltimo es 2,010 =
70+ 3. Por tanto, los multiplos de 3 que consideraremos seran todos los

niumeros enteros entre 1 v 670 multiplicados por 3. Por tanto, la suma de los

miiltiplos de tres que consideraremos sera p = 3 ({ﬁ'r’[] +1) g) = (74,355,
FPara calcular la suma de todos los enteros menores que 2013, excluyendo a los
miltiplos de 3, sustraeremos la suma de los miltiplos de tres de la suma de

todos los enteros en el intervalo. Entonces. la suma que buscamos es
s —p = 2025078 — 674,355 = 1350723.

.Pfﬂaf’?jﬁﬂ& J.{ n?.u.’.

;jEs posible armar una coleccidon de 7 o més enteros positivos tales gue no haya

dos cuya suma o diferencia sea divisible por 117

Solucion del Problema 1.51.

Observemos que el residuo de dividir la suma o resta de dos niimeros por 11,
es igual a la suma o resta de los residuos de dividir cada uno de estos mimeros
independientemente por 11. Verifiquemos la veracidad de esta conjetura.
Tomemos por ejemplo los enteros § v P, dos numero con residuos d v e,
respectivamente, al dividirse por 11. Para algunos cocientes & v u, tendremos
que § =11k+d v P = 1lu 4+ e. Luego tendremos que para un entero w
podemos expresar: S+ P = 11(k+u)+ (d+¢e) = 11w 4+ (d+ ¢). En este caso
d + ¢ es un residuo de dividir la suma S + P por 11.

FPor lo tanto, el residuo de la suma o resta de 5 y F al realizar la division
entera por 11 es eguivalente a la suma o resta de los residuos de cada uno de

los miimeros.

También observemos que si dos numeros tienen el mismo residuo al ser
divididos por 11, la diferencia de estos nimeros dara por residuo cero al dividir
por 11 (dejaremos a la lectora la responsabilidad de realizar la demostracion

que puede hacerse de forma andloga a la anterior).
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Para cantidades enteras, los posibles residuos de la division entera por 11 son
0.1,2, 3.4, 5,6, 7,8, 9, v 10. Estos son los posibles valores de d v ¢. Nosotros

buscaremos los valores para d v ¢ que al sumarse den 0 o miltiplo de 11.

Esto lo cumplen las parejas (0, 11), (1, 10), (2, 9), (3. 8), (4, 7T) ¥ (5. 6). Si
escogemos dos numeros cuyos residuos al dividir por 11 estén en la misma

pareja, la suma de estos niimeros serda divisible por 11.

Dado que tenemos 6 parejas, podemos escoger 6 numeros enteros con residuos
que pertenezcan parejas diferentes, de las anteriormente formadas. Con esto
nos aseguramos gque ningunos dos nimeros tengan por suma un miltiplo de
11. Sin embargo. para escoger el séptimo, no tenemos mas opcion que escoger
un nimero cuyo residuo sea va elemento de una pareja incluida anteriormente,
o bien un nimero con residuo igual al de otro nimero va escogido, lo que
resultaria en que la diferencia entre dos de los nimeros seria divisible por 11.
Por lo tanto, es imposible armar una coleccion de 7 o mas enteros positivos
tales gque para ninguna pareja de estos nimeros su suma o diferencia no sea

divisible por 11.

Problema 1.72.

PR . - . . . oll 12+
JCual es el mas pequeno niimero primo gue divide a 3 4577

Sﬂiﬂﬂfgﬂ .!1 d‘ef Pfﬂéfﬁ'ﬂ?ﬂ j.j[a.

Desarrollemos las potencias de tres: =1, 3' =3, 3 = o, 3= 27, 3' =81,
3" = 243, Observamos que el idltimo digito de las potencias de 3 tienen un
patrén 3, 9, 7. 1, periodo cuatro, luego 3'' terminard en 7. Ahora,

A A oy Q
desarrollemos las potencias de cinco: ' =1, 5' =5, 5% =125, 54 = 1925.

. - - 1 .
FPara las potencias de 5 observamos que solo cuando tenemos 55 terminan en
uno v luego todas las demas terminan en cinco; por tanto, la suma de las dos
potencias en las unidades termina en un numero par. es decir 74 5=12. El

criterio de divisibilidad por dos nos indica que un nimero gue termine en un
12 D
es divisible por 2, v 2 es
. . . - . - . 11 12
en nimero primo méas pequeno, el menor nimero primo gue divide a 37 +5

digito par, sera divisible por dos. Dado que 3'' +5

es 2,
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Sﬂjﬂﬂlﬁrﬂ fd'efpraéfema .f.'.?z

Observemos que la suma de dos nimeros impares sera siempre par. Asi,
consideremos los dos nimeros impares i, =2k + 1,4, =2p+ 1. Su suma sera
i Fia= 2+ 1)+ 2p+1)=2(k+p+1) que es un nimero par.

13 a - -
En el caso de 3'' + 5" ambos sumandos son nimeros impares. Por lo tanto, el
resultado de la suma sera divisible por dos, que es el nimero primo mas

N . . . oll 12
pequeno. Esto asegura que 2 es el menor primo que divide a 3 4577

Problema 1.77.

El nimero 2004 tiene 12 divisores, incluyendo a 1 v 2004, jCuintos divisores
distintos tiene 2004'?

Solucion del Problema 1.57.

Descomponiendo 2004 en sus factores primos tenemos 2004 = 22 3 % 167. Los
divisores de 2004 nos resultan 12 porgue para el factor 2 hay tres posibles
exponentes (), 1 02). Para los factores 3 v 167 hay dos posibles exponentes (0
o 1). Por lo anterior, hay en total 3= 2+ 2 = 12 divisores para 2004.

Para encontrar la cantidad de divisores de 2004' proseguiremos de forma
analoga. La descomposicion en factores primos sera 2004% = 2% « 31 = 1677,
Luego, para formar cada divisor con base a los factores anteriores, podremos
colocar el nimero 2 con 9 diferentes exponentes. Los factores 3 v 167 podran
aparccer con 5 exponentes diferentes. Como resaltado, tendremos que la

cantidad de divisores de 2004 sera 9 =5+ 5 = 225.

Problema 1.74.

iCudl es la mas grande potencia de 2 que divide a 22012 1 10227

Solucion del Problema 1.74,
Consideremos  que: 92012 4 12012 = 912 4 (2x5)2012 = ‘23”?(1 - E?mj). El

resultado que buscamos, la mayor potencia de 2 que divide a este mimero, sera
2012 . . . s 2012
2 mas la mayor potencia de 2 que divida a (1+5

- . . a9
entonces en encontrar ésta tltima. Dado que 57"

). Enfoquémonos
es impar, al sumarle 1

resulta un par. Por esto sabemos que es divisible por 2. Sin embargo, tenemaos
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que verificar si es divisible por otras potencias de 2. Podemos demostrar esto

de forma inductiva.

Observemos que el residuo de la division entera de 5 por 4 es 1. Es decir:
5 = 4C + 1. Si le agregamos 1 tenemos que: 5+ 1= 4C + 2. Esto nos indica
que si bien 54 1 es divisible por 2, no lo es por cuatro. Al dividir por 4, el
menor residuo positivo serda 2. Dado un entero n para el que se cumple que:

5"+ 1=4C, + 2. Verifiquemos el resultado para n41. Tendremos: 5™' +1 =
5(AC, + 1)+ 1=5%4C, +54+1=4(5C,) +6 =4(5C, + 1) + 2 =4C,,, +2.

Lo que resulta en un residuo 2 al ser dividido por 4. De esta forma,
demostramos que cualquier potencia positiva de 5 aumentada en uno, sera
divisible por 2 pero no por 4 v, por tanto, no serid divisible por potencias
mayores de 2. Como consecuencia, la mayor potencia de 2 que divide a
(1+5"") es 2"

Por tanto. la mayvor potencia de 2 que divide a 92 L1212 g5 22003,

.Praéfema J.;'. !.?i

jCual es el namero de subconjunto de 7 elementos del conjunto

{1,2,3,4,5,6,7,8,9} para los cuales la suma de sus elementos es un multiplo de 37

Solucién del Problema 1.39.

En el conjunto A = {1,2,3,4,5,6,7.8,0}, observemos que los residuos de cada uno
de estos elementos al ser divididos por 3 son: 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1. 2 v 0
respectivamente. Para que el resultado de multiplicar los elementos en un
subconjunto resulte en un miltiplo de 3. la suma de los residuos de los

clementos de ese subconjunto debe ser igual a cero o mltiplo de 3.

FProcedamos tratando de armar subconjuntos gue cumplan con esta dltima
propiedad. Si armamos un subconjunto gue contenga un solo nimero de
residuo (0, para formar el subconjunto de 7 mimeros todavia tenemos que
escoger 6 nimeros. Unicamente tenemos a disposicion tres niimeros de residuo

1 v tres numeros de residuo 2.

Por lo tanto, ese es el tinico subconjunto posible con un mimero de residuo
cero incluido. Puesto que estamos utilizando todos los niimeros con residuo 1 v

2 hay solo una forma de escogerlos. Para el niimero de residuo 0. sin embargo,
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tenemos 3 posibilidades. Por lo tanto, de agui obtenemos 3 subconjuntos de A

que cumplen los requerimientos establecidos.

tonsideremos ahora un subconjunto con dos nameros de residuo cero
incluidos. Tenemos todavia 5 posiciones que llenar. Podemos hacerlo con
combinaciones que obtengamos de entre 3 nimeros de residuo 2 vy 3, nimeros
de residuo 1 gue tenemos disponibles. Sin embargo, es imposible armar con los
residunos restantes una combinacion que sume cero o multiplo de 3. Si
utilizamos tres de residuo 2 v dos de residuo 1, suman 8. Si utilizamos dos de

residuo 2 v 3 de residuo 1, suman 7.

Si consideramos tres numeros de residuo cero., entonces tenemos que llenar
cuatro posiciones restantes. Para hacerlo tenemos warias posibilidades.
Procediendo de forma similar a la anterior, podemos wverificar que cuando
colocamos tres cantidades con residuo 2 no hay forma de lograr que los
residuos sumen cero o miultiplo de 3. Lo mismo ocurre cuando colocamos una

cantidad de residuo 2 y tres de residuo 1. Los residuos de estas suman 5.

Si colocamos dos cantidades de residuo 2, dos de residuo 1 suman 6. Por lo
tanto este es un arreglo que funciona. Tenemos ( ,‘.Ef = 3 formas de seleccionar

los dos ntimeros de residuo 2 entre los 3 disponibles.

De igual forma tenemos (f-'; = 3 formas de seleccionar los dos mimeros de
residno 1. Hay ademds una sola forma de seleccionar los tres nimeros de
residuo (), puesto que estamos utilizando todos los nameros con residuo cero
disponibles. Por lo tanto, la cantidad de subconjuntos con tres numeros de

residuo cero que podemos formar es J=3 =1 = 4.

Es imposible formar un subconjunto que no contenga algiin nimero con
residuo () al ser dividido por 3. Esto, porque entonces tendriamos que llenar 7

posiciones con los deméas niimeros v s6lo tenemaos 6 disponibles.

Entonces. con los elementos del subconjunto A, se pueden formar un

subconjunto que contiene tres miltiplos de 3 (de residuo 0 al dividirse por 3).

Se pueden formar también 9 subconjuntos que contienen un s6lo niimero de
residuo (). Por lo tanto, en total podemos armar 10 sub-conjuntos cuya suma

sea multiplo de 3.
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La siguiente figura es construida con cuadrados alternados en blanco v negro
en cada fila. Todas las filas comienzan v terminan con un cuadrado blanco.

JCual es el mimero de casillas negras en la fila 377

Solueidn del Problema 1.6,

Al observar el dibujo nos damos cuenta que en la fila 1 comenzamos con un
cuadrado. En adelante, en cada fila se agregan dos casillas mas que en la
anterior, una negra ¥y una blanca. Asi, la fila 2 tendra 3 casillas, la fila 3
tendra 5. etc. De ahi observamos que para una fila n, el nimero de casillas que

contendra sera 2n — 1.

En cada fila, los cuadros son alternos, pero habra siempre una casilla blanca
mas que la cantidad de negras. Asi, habria en cada fila nblancas v n—1
negras. En la fila 1 habra 0 casillas negras; en la fila 2 habra 1 casilla negra;
en la fila 3 habra 2 casillas negras, v asi sucesivamente. Por lo tanto, en la fila

37 habran 36 casillas negras.

PJ‘Q&!&EH joz?z

Con un trozo de papel que contiene seis cuadrados unidos, etiguetados como
se muestra en el diagrama, se forma un cubo. [Cudl es la cara opuesta a la

marcada con X7
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Sﬂjﬂﬂlﬁrﬂ d’ef!oraéfe.ma .f;thé?

Para poder resolver este problema se debe tener una vision espacial de la
situacion. Primero doblemos las caras contiguas a v. Estas son U, W v X. La
cara gque sea opuesta a X, tendrd una cara que coincidird con la cara superior
de V. Ademas debe coincidir con la cara superior de W. Ya hay una cara que
coincide con la cara superior de W, esta es Y. Por lo tanto, la cara opuesta a

Xoes Y.

Praéfem& j. 3&

En un triangulo magico, cada uno de los seis nimeros enteros entre 10 v 15 se
coloca en uno de los circulos, de modo que la suma S de los tres nimeros de
cada lado del tridngulo es la misma. ;Cudl es ¢l valor més grande posible para

57

Solucion del Problema 158,

Observemos que en el tridangulo. los wvalores colocados en los vértices se
contaran en la suma de dos de los lados. Para maximizar la suma final,
conviene que cologuemos en estas posiciones los valores mas grandes. Como se

muestras:

Luego, podemos colocar los otros valores de forma que las tres sumas resulten
iguales. En este punto, las sumas de los valores de los lados son de 27, 28 v 20,
Los wvalores que faltan por ubicar son 10, 11 vy 12, Ubicindolos en orden

inverso a las sumas. es decir el mayor valor con la suma menor, logramos
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ubicarlos de modo que las sumas finales sean iguales para cada lado. Al final

los valores nos quedan asi:

(10

Ff‘aéfemx !.- 1?3’3

Las figuras 0. 1. 2, v 3 constan de 1, 5, 13, v 25 respectivamente. 5i ¢l patron
se continia, jcuantas unidades cuadradas habria en la figura 20137

O OO0 OOO0p¢Ji ]

Figura Figura 1 Figura 2 Figura 3

Solucidén del Problema 159

Podemos inferir la forma general, para la suma total de cuadrados, observando
una descomposicion de la imagen en cuatro partes. Estas muestran claramente

la sumatoria de enteros de 1 a n en cada uno de los cuatro lados de la figura
generada, mas el cuadro del centro. En la siguiente figura, con n =3, por

ejemplo.

Diebido a la forma de construccion de las figuras, para formar la figura n+ 1,

habra que sumar a cada una de estas cuatro partes n+ 1. Por lo tanto, la
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suma de cada una de ellas sera igual a cuatro veces la suma de todos los
numeros desde () hasta n + 1. Mas el cuadro del centro.

re{re+ 1}

]

Por lo tanto. la forma general sera: 5, =4 + 1. De lo cual deducimos

que la cantidad de cuadrados necesarios para constriair la figura 2,013 sera:
2ANACZM 3
Soqry = AZZ2EEID Ly — 5108,365.

L]

Problema 1.40

Dadas las figuras siguientes, en los que la figura n + 1 se obtiene a partir de
la figura n mediante la adicion de dos cuadrados, uno wvertical v el otro

horizontal. ;Cudl es el nimero de cuadrados en la figura 20137

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Eﬂjﬂﬂiﬁ}ﬂ ﬂfﬁ‘j sﬁr&éfema jﬁ 4!‘2

Observemos que las figuras presentadas obedecen a un patron. Cada una tiene
un cuadro que sirve de vértice (marcado en gris a continuacién).

Ademas, para la figura con ordinal n, en dos de sus lados se extiende una

cantidad n de cuadrados. Esto hace un total de 2n + 1 cuadrados.

Podemos facilmente wverificar que esto se cumple para los valores que

CONMOCCII0S:
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Término Aplicando Nimero
(m) forma general cuadrados
1 2()+1 3

2 2(2) + 1 5

3 2(3) +1 7

4 20 +1 9

Con base a esto podemos concluir que la cantidad de cuadrados para la figura
con ordinal 2013  wviene dada por 2(2013) + 1 =4,027. Por lo tanto la figura
2013 tiene 4027 cuadrados.

Praéfe.ma I.. 4...’.

i Es posible enumerar, del 1 al 12, las aristas de un cubo de tal forma que la

suma de las tres aristas que coinciden en un s6lo vértice sea siempre la misma?

Soluciéon del Problema 141,

Asumamos qgue s se pueden colocar los niimeros en las aristas de modo gue la
suma de los valores de las aristas que coinciden en un sdlo vértice sea s. En
este caso, la suma total de los valores de los vértices sera 8s, puesto que hay 8
veértices en el cubo. Observemos también que en la suma de todos los vértices,

el valor de cada arista estd sumado dos wveces, una por cada extremo. Por

tanto. la suma total serd ignala 2(1+2+--+12) =2 (ngﬂ) = 156.

Esto quiere decir que 8s = 156 = s = - Esto es absurdo pues la suma de dos

enteros tiene gue ser también entera. Por lo tanto. es imposible enumerar las
aristas de un cubo de tal forma que la suma de los valores de las aristas que

coinciden en un solo vértice sea siempre la misma.

Problema 1.42.

Maria salio a correr durante 2 horas. Su recorrido empezo en un terreno plano
donde su velocidad fue de 5 km/h v siguid en un terreno inclinado donde su
velocidad fue de 3km/h. Regresando por el mismo lugar, la velocidad en la
parte inclinada fue de 6 km/h mientras que la velocidad en la parte plana fue

de 4 km/h. [ Cudl es la distancia total que recorrid Maria?
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Solucion del Problema 1.42.

Llamemos r a la distancia recorrida en el terreno plano v y a la distancia

recorrida en el terreno inclinado. En base a la informacion provista tencmos

. r ¥ ¥ T Jr+dye2yedr iy Ty .
que 2= Tttt t3= S == - FPor lo tanto, el recorrido de
d . 1 L & & &

x4y sera x4+ y=4. Dado que queremos encontrar el recorrido total, es decir,
de ida v regreso, la distancia total sera el doble de = 4y. Por tanto, la

distancia total gue recorrid Maria fue de 8 kildmetros.

.Pfﬂaf’?jﬁﬂ& J.{ 4&2

Asuma que m v n son numeros enteros tales que 5m + n = 100. jCual es el

valor mdas grande posible para mn?

Solucion del Problema 1. 45,

Notemos que Hm +n =100 = n = 100 —5m. v sustituyendo en la expresion

queda asi:
mn = m* (100 — 5m) = =5(m* — 100m) = —=5(m? — 20m + 100 — 100)

= —6(m—10)" 4500 De donde se deduce que:mn=—5(m —10)+500.
Notemos que esta cantidad tiene un méximo valor cuando —5(m — 10)° es 0,
lo cual ocurre en m = 10, Asi, el valor miaximo para m *n es 300. Este valor

ocurre cuando m = 10 y n = 5.

Nota: si suponemos y = —5(x — 10)? 4 500, resulta que alcanza su miximo en

el punto (10, 500), su vértice.

(10.500)
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Praéfe.m& J?.. 4&

Definimos una funcion f tal que, si ¢ es un niimero divisible por 10, entonces
T a - a4 a
flx) = 73 ¥ si & no es un nimero divisible por 10, entonces f(x) =z + 1.

jCual es el n mas pequeno tal que a, =1 sabiendo gue a, =1993 v

Grel = ..r(ﬂ'rr}?

Solucion del Problema I. 44,

Vamos a hacer reiteradas veces cada una de las combinaciones de f(x) para
encontrar los divisibles por 10. Eln mas pequeno es el subindice de a.

Tenemos ag = 1993 v fi(x) =x+ 1.

De aqui deducimos que: a; = flag) =ay+1=19934+ 1= 1994; a, = fla,) =
F(1994) = 1995; ay = f(a:) = f(1995) = 1996; a4 = f(az) = f(1996) = 1997; a; =
fla,) = fA1997) = 1998; a,; = f(a:) = f(1998) = 199% a- = f(a,) = f(1999) = 2000.

Observamos que de a; a ag no son divisibles por 10, pero ahora gue hemaos

encontrado que a. es divisible por 10, utilizaremos f(x) = ﬁ
Entonces, ag = f(a;) = f(2000) = % =200. Luego, ag = f(as) = f(200) = % =
20 ayy = flay) = f20) = i: = 2. Observamos que 2 no es divisible por 10.

1
Entonces, a;; = f(a0) = f(2) =3 ap = fla) = f3) = 4 ay = flae) = f(1) =
% ay = flayy) = f(5) =6 a;; = flay) = f(6) =T ayy = flays) = (1) =8 a; =

flag) = f(8) =% ay = fla,s) = f{9) = 10. Hemos encontrado otro divisible por
10. Luego, asg = fla;y) = f(10) = 1. Este es el mds pequeno es el subindice

n = 20 que cumple las condiciones.

.Pfﬂaf’?jﬁﬂ& J.{ 4!5:

Hay 270 estudiantes en Centro Escolar Hepiblica de El Salvador, donde la

proporcion de ninos v ninas es de 5:4.

Hay 180 estudiantes en el Centro Escolar Centro América, donde la
proporcion de ninos y ninas es de 4:5. Las dos escuelas tienen un baile v todos
los estudiantes de ambas escuclas asisten. [ Qué fraccion de los asistentes al

baile esta formado por chicas?

Solucion I del Problema 1. 45.

Observemos los datos con que contamos:
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Institucién estudiantes Proporcién Nifios Nifias

C.E. Repiblica de El

Salvador 270 o:d 150 120

C.E. Centro América 180 4:5 &0 100

FPor lo tanto el total de ninas es de 220. Entonces, las ninas son:

nifias = % = ‘f—z « 100 = 18.80%

SﬂjHCJHﬂ 23&] Pra.éfe.ma I.JJ

Si en el Centro Escolar Republica de El Salvador, la proporcion de ninos
. - 5 . 4 .

respecto de ninas es de 5:4, entonces 5 son ninas y - son nifios. De forma

analoga, en el Centro Escolar Centro América, si la proporcion de ninos v

. - 4 . A .
ninas es de 4:0, CI'.I.t-DI'.I.'DCEia S0OI1 Nninas v E S0I1 111110,

De esto deducimos gue al Centro Escolar Republica de El Salvador asisten

%(2?’{]} = 120 ninas. De forma analoga. en la Escuela Centro América estudian

%(18{]} = 100 alumnas.

En total, las dos escuelas suman 220 ninas. La proporcion total de ninas en

ambas instituciones N se obtiene dividiendo la cantidad total de ninas por la
20 22

04180 45

cantidad total de estudiantes en ambas escuelas. Es decir: N =

Praéfe.ma I.. 4&

Un pequeno mono arana se come todas las hojas de un matorral en 10 horas.
Si su papa ¥ su mamad comen ambos el doble de rapido que el peqgueiio.
jCuiantas horas tardan. los tres monos juntos. en comer todas las hojas del

matorral?

Solucién del Problema 1.40.

La velocidad a la que el pegqueno mono come los matorrales es de 1 matorral
por 10 horas. La wvelocidad a la que los padres comen los matorrales es de 2

matorrales por 10 horas. Es decir, ellos comerian, cada uno, dos matorrales en
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10 horas. Por lo tanto, los tres monos juntos comerian a una velocidad de 5

matorrales en 10 horas. Entonces, comerian un matorral en dos horas.

Problema 1.47.

La poblacidn de un municipio se incrementd en 1,200 personas. Luego, esta
nueva poblacion disminuyd en un 11%. El municipio tiene ahora 32 personas
menos de las que tenia antes del aumento de 1,200, ;Cudl fue la poblacion

original?

Solucion del Problema 1.47.

Sea x la poblacion original. Después del incremento inicial la poblacion sera de
r + 1,200. Como esta nueva poblacion disminuyd un 11%, podemos expresar
la disminucion como (0.11(x + 1,200). De igual manera, la poblacion al final
serd de (1 —0.11)(x + 1,200). También sabemos que la poblacidn al final es
equivalente a la poblacidn original disminuida en 32. Es decir » — 32. Con base

a lo anterior podemos establecer la igualdad:

(1 n.u) (.1,- 4 112[1[1) 32 = 41200 011 — 132 = 2 — 32 = 1200

132 +32 =2 —x + 011z = 1100 =0.11x = r = 100 = x = x = 10000. Por tanto,

la poblacion original era de 10,000 personas.

Problema 148

Dios naves inter-espaciales, Acajutla v Cuscatlan, parten hacia Marte con sus
relojes sincronizados al momento del despegue. El reloj de Acajutla esta
descompuesto de modo gue se atrasa 200 minutos por cada 10065. El reloj de
Cuscatlan, esta descompuesto de modo que este se adelanta 100 minutos por
cada 10065, Al llegar a Marte las tripulaciones de las dos naves se dan cuenta
que en ese momento ambos relojes marcan la misma hora. [ Cuantos minutos

tomd el viaje?

Solucién del Problema 1.45.

Cada minuto, la diferencia entre los relojes de ambas naves creceri en
200 104}

e S— Los relojes volveran a estar en la misma posicion cuando la
AEH] i



fify Soluciones de los Problemas de Aritmética

diferencia entre ambos sume 60 minutos. Por lo tanto, la cantidad de minutos

.. , fill i) i
T en la que esto ocurrird serd: T'= w7 = = = 2013.

TR LK

.Praéfema J.;'. 4:?-

Hay ® monedas que se ven iguales pero solo una es de oro solido. La moneda
de oro macizo pesa ligeramente mas que las falsificaciones. Para identificar la
moneda de oro real, usted puede utilizar la balanza sélo dos veces. [Como

puedes averignar cuil es la moneda real?

Soluciéon del Problema I.49,

FPrimero colocamos tres monedas en cada plato v dejamos dos fuera de la
balanza. Luego de hacer esto existen dos posibilidades: (1) Que la balanza
quede equilibrada o (2) que la balanza quede con un desnivel. En el primer
caso, podemos estar seguros que la moneda de oro macizo no esta en los platos
de la balanza. Asi que utilizamos la balanza por segunda vez para pesar las

dos monedas que nos quedaron fuera. La que pese mas es la moneda de oro.

En el segundo caso, podemos estar seguros que la moneda de oro esta entre las
H

tres monedas del plato que pesa mas. Utilizamos la balanza por segunda vesz

para pesar dos de esas monedas. Si luego de esta segunda operacion la balanza

queda equilibrada, la tercera moneda es de oro. Si queda desnivelada, la

moneda del plato mas pesado es la moneda de oro.

FProblema 1.50.

L Cual de los siguientes tiene gque ser un nimero entero?

f) El promedio de dos nimeros enteros pares.
g) El promedio de dos niimeros primos.

h) El promedio de dos cuadrados perfectos.

i) El promedio de dos miltiplos de 4.

i) El promedio de tres enteros consecutivos.

Solucion del Problema 1.50.

Examinemos las proposiciones una por una:



R:-:cmluf'i:;u d‘:- P:I'U]!J.Ilt'lnii:i ar:- .-Unr’:-m;in'f'n l!r}.f

a)

s

El promedio de dos nimeros enteros pares. Consideremos los
enteros pares 2n v 2k, En estos. n v k son ambos enteros. El promedio

2{n+k) —

de ambos sera: n + k gque necesariamente es un entero.

El promedio de dos ntimeros primos. Podemos probar que esta
afirmacion es falsa con un contracjemplo. Consideremos por ejemplo lo
primos 2 v 3. Su promedio sera 3+;= 2.5. Lo que demuestra que el
promedio de dos primos no es nc:cc:qa_riamcn'tc un nimers entero.

El promedio de dos cuadrados perfectos. Considérese el siguiente

contra ejomplo. Calculemos el promedio de 1 =16 v 13° = 169. Este
16+ 160

SETA: = 92.5. Este contracjemplo es suficiente para demostrar que

el promedio de dos cuadrados perfectos no es necesariamente entero.
El promedio de dos miltiplos de 4. Secan 4n y 4k dos miltiplos de

4. Si calculamos su promedio tenemos @=2(n+k}. (Jue es un

namero entero. Esto prueba que el promedio de dos maltiplos de cuatro
siempre es entero.
El promedio de tres enteros consecutivos. Sean— 1Lnyn+ 1 tres

B . =1} 4red{n+l
enteros consecutivos. Al calcular el promedio, tenemos: (J—;(J =
In e e ’ .
< =7 que es por definicion entero. Esto demuestra que el promedio de
tres mimeros consecutivos es necesariamente entero.
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Problemas de Algebra

A continuacion se presenta una serie de problemas de Algebra o que en general

se han abordado desde una perspectiva algebraica.

Frnunciados de los Problemas de z{/geéra

Problema 2 1.

El producto de VB = V12 % 18 = 24 = /30 = 36 = 12 puede ser expresado
de la forma 2° *3°*5°%* 7' Determine a+b+c+d

Problema 2.2

i Cudl es el entero n méas grande tal que

n? =38

— s un entero?

t+

Problema 2.3,

JCual es el menor entero tal que la suma de sus digitos sea 2013 v el producto
R | P
sea 27577
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Problema 2.4

Demostrar que al multiplicar tres enteros consecutivos v agregar el niimero

central este siempre es un cubo perfecto.

Problema 2.5.

jCuil es la forma general de los numeros que son el producto de cuatro

niameros consecutivos agregado en uno?

Problema 2.6.

Siz?+5x+6 esun factor de z' +ax? +b entonces a +b es igual a

Problema 2.7.

Los mimeros a, b, ¢ son diferentes de cero. v su suma es igual a

. b
cero. Encuentre el valor de la expresion §+ -+=-+4- +E +=
[ i {2 [ Li

Problema 2.6,

Sean a, b tal que ab=2=a+1b ;Cudl es el valor de a’ + b7

Problema 2.9,

- . . e 1 1 -
Un numero no negativo & es tal que =+ 4+-4+— = 4 [Cual es el valor de
T T=

1.
't + =7
-

Praéfe.m& ZIIQ
Sia+b4+e=0 v abe=1 Determine el valor de a’+ b? + ¢,

Problema 2. 11,

Sean a,bc nimeros reales no nulos, demostrar que si abe = 1, entonces

(43) +(1) + (43 =+ (4D 047+
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Problema 212

(a,b) Es una solucién del sistema de ecuaciones ab =5, a°b+ b'a+a+b=42.

g ¥ 2
;Cudl es el valor de a4+ b7

Praéfe.m& 2!£

El mimero primo 1999 se puede escribir como a” — b* donde a,b son enteros

- E “a
. Cudil es el valor de a? + 577

Problema 2. 14.

Dado #* + 4°=28 vy xy=14 ;Cudles el valor de z* —y*?

Problema 2.15.

Siez*+ay+r=14 v ¥ +axy+y=28 ;Cuil es el posible valor para r +y?

Pfoéjﬁma Zjé.
Dado los niimeros z+y=1, v (2?2 +)(z’ + %) = 12, ;Cudl es el valor de
a® + %7

FProblema 217,
Sia+bh=14L b+c=13 v a+c=9 Calcular abe

PP&.&!&E& 2 fc?

Sean a., b, ¢ nimeros reales tales que a—T7b+8c =41 v Sa+db—c=T7

Calcule el valor de a® — b° +

Praéfem& Zfﬁ
Si a+b—c=3; a—b+te=4 Calcular o — b — 2+ 2%c+5a—b+c—3

Problema 2.20

Considere a,b positivos tales que (a + B)' = E(r?.j — F.rj)-_ v oa’+ i = 30 Deducir

el valor de ab
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[

Problema 221,

. . . . L1 5 1 =
Un niimero positivo @ verifica la relacion —+ 2 =7  Demostrar que —+ a7
e p

es entero v calcular su valor.

Pfﬂéjﬁﬂﬂ 2—22
Sabiendo que z+y+z=3, zyt+rztyz=-—1 v xyz=-—H  Calcular
a2 y"; + 272 + ,?;'3.1:3 + ,?;'3::"; 4+ 22+ :'3.?;"3

Problema 223,

Demuestre que w® + (w+ 1)? + w’(w+ 1)* es un cuadrado perfecto, con w

entero.

Problema 2.24,

a - aga <1
Determinar el mimero de enteros positivos n, tales que n® 4+ 89 es un cuadrado.

.Pl'{?éjEMH 2—2{5

a
Encontrar los valores de x que satisfacen (r—5)""1=1

Problema 2.26.

P - . . a3 = L ’
;Cuantos niimeros enteros satisfacen la ecuacion (¢ —x — 1)~ =+2 =17

FProblema 2.27.

Encuentre el valor de o = la suma de los cuadrados de las raices de la

i s a ; r
ecunacion “ tar—2=0es 13

Problema 2.28.

Sior,y son nimeros enteros positivos con xy = 18, xz =3, yz = 6. jCual es el

valorde x + v + =7

.Praéfema ZZE

v s T a # L ov
91 = S ;iCual es el valor de =7
-y ¥



Resolucion de Problemas de Matematica I

Problema 2. 30

51 a, b son nimeros naturales {1,2,3...} con a +b+ab=>51 Entonces, jcuil es

el valor de a + b7

Praéfe.m& 2 rf.u.’.

Los nimeros reales x,45: cumplen que z4+y+:2=0 Demuestre gque
=+ 17 + 2 = Jayz

.Praéfema 232

Sea a, b, ¢ nimeros enteros v a+b+c=10 Demostrar que a' + b+ et es
divisible por a° + b+

Problema 2.37.
51 x+v+2z=k vy también x+2y+z=k v ademas 2x+v+z=Lkk=1;
Determinar  x° +v° +2° en funcién de k. jQué representa k en términos

geometricos?

Problema 2.74.

Juanita escribid en la pizarra 5 niimeros al azar. De estos niimeros, la media y
la mediana son 9, v la moda 11. ;Cudles fueron los nimeros originalmente

escritos en la pizarra’

Problema 2.35.

Tenemos 10 nimeros, €l promedio de estos es 20, removemos uno de estos

numeros cambiando el promedio a 19 (QQué numero fue retirado?

Problema 2 .36,

Sixr < —2 entonces a qué es igual |1 -1+ :::||.

Problema 2. 37

;jCuantos enteros positivos satisfacen la desigualdad

(.’L' — %)l (::: — Eg)i (::: —'“EE)IHIE =< (07
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Problema 2. 38,

Supongamos que f(r) =axr+b, con a,b nimeros reales. Definimos f (r) =

fle) v f, @)= f(f (x)) para todos los enteros positivos n.

51 f.(x) = 128z + 381 ;Cudl es el valor de a + b7

Pfﬂéﬁﬂmﬂ ZE.?E
Dada la funcién f(2® + 1) = 2 + 52° 4+ 3, deducir  f(z®— 1)

PP&.&!&E& 24&

Para todo real x, la funcién f(x) satisface 2f(x) + f(1 — z) = 2 para todo valor

real de x. Calcular f(5).

Praéfe.m& 2 4...’.

Sea f una funcidn cuyo dominio son todos los reales: f(x) +2f (;-+-24|1:3) =

x=1
1028 — x. Calcular el valor de f(2015), si x # 1

Problema 2. 42,
Encuentre el valor de f,,(3), si f,(x) = ﬁ Y[, (@)= .ﬂl(f”[:r:)].

Praéfe.m& 24£
Calcular f{2013) si f (I-h: +i) = 922 + (02%)"!

Problema 2.44.
Hallar f(2013) si flz +v) = f(=)+ flu) + 2zy + 2013 v f(x) = f(—x).

Problema 2.45.

La sucesién {u,} definida sobre los ntimeros naturales u, = 1, us =2, w,,0 =
Ju,— 2w, ¥ sea V, =,y —u, DMostrar que v, es una sucesion

geoméetrica.
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Problema 2. 46,

Los cinco primeros términos de una progresion aritmética son  8,a,b e, da.

Calcular el séptimo término de la progresion.

Praéfe.m& Z 41;7.

Si oy —L1L2y +2,7y +1 son los tres primeros términos de una sucesion

geomeétrica de niimeros enteros, determine el valor de .

Problema 2.48.

Sea n un entero tal que Lﬂgf; ® Lr}g':; * Log: ... Lo :H = 2005. ,Es n par o impar?

Problema 2.49.

Dado log 20 =a y log,n =4a ;Cual es el valor de n?

Problema 2.50.

Log, x* + Log, 1 =11
Hesuelva el siguiente sistema de ecuaciones: { S b T .
Log,,x” — Log, " = 3
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Ubicacion Curricular de los Problemas de
z{/geéra

A continuacion relacionamos los enunciados de problemas presentados en el
capitulo anterior con los contenidos establecidos por el programa de estudios
oficial de la Hepiblica de el Salvador v los pre-saberes deseables para la
resolucion de cada problema.

Se indican también, a manera de ayuda en la resolucion de los anteriores
s d también, d d: Iz | de | t

problemas, estrategias recomendadas para resolver cada problema. Una
descripecion de estas estrategias puede encontrarse al inicio del libro. En el

capitulo signiente se presentan soluciones a estos mismos problemas.

Pfﬂéfﬂﬂ?&ﬁ Para E/ Pragrama GJE TE‘FUEI GI'G.ZG.

Grado Temas :“rnblema Pre-saberes Estrategia
Unidad 9: Conozcamos y
apliquemos los radicales. Potencias, propiedades
o Raiz cuadrada y eibica exacta. 2.1. 2.3 Operaciones y Descomposicin
Propledades de los radicales, B simplificacitn de del problema
radicales semejantes v radicales.
operaciones.
Factorizacidon, divisores Manipulaciin
2.2, primmes. algebraica
Unldafl 4: Aprandamcfa a 2.4, 2.5, Lenguaje Algebraieo, Madelar
factorizar. Factor comiin, Operaciones con
: i i 2.6. matematicamente
"e trinomios factorkzables, suma o p-a]irmmias
diferencia de potencias iguales, Drersscom prosici G
oombinacidn de casos. 2.8, 2.9, Factorizacidon, Valor del probbema,
2,10, 2.11. MW D . Manipulaciin

alpebraica

Unidad 6: Operemos

Manipulacia
fracciones algebraicas. e
8° culo y aplicacion del o7 Operaciones bdsicas con  algebraica,
) ) o polinomios, Descom posician
minimo comiin milltiple v T oy

_ méximo comiin divisor de




78 Tabla de Ubicacidn, Problemas de ..'{J‘[geba'a
Problema
Grado Temas Pre-saberes Estrategia
8
monomios y polinomics v la
simplificacion de fracciones.
2,12, 2,13,
T.{nldnd 2: Reaolvumm. 2.14, 215,  Factorizacin, Valor
9 sistemas de dos ecuaciones 2.16. 2.17 amérien. Eeuscionea de Descom posiciin
lineales, Ecuacidn de una DT ' N m del problema
Recta, sistema de eciaciones, 2.18, 2.19, FREASE Sncas
2,24,
o o b 2.95, 2.26, Factorimcién, Descom pasicidn
o° il de seg grado. oov Potenciackin del problema
Métodos de soluciin. S pra
Unidad 7: Resolvamos 2.20, 2.21,
2,22, 2.28,
sistemas de ecuaciones, Sistema a Factorizacidn, Valor Descomposicién
0e de ecuaciones lineales con tres 2,29, 230, numétrico, Sistemas de del bleme
incognitas, métodos de 2.31, 2.32, ecuaciones, pra
solucidn. 2.33.
Unidad 8: Utilicemos
potencias algebraicas.
a° Potenciackin algebraicea: 223, Factorizaciin.

Binomio de Newton, Tridngubs
de Paseal v términe peneral.
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Problemas Para el Programa de Fducacidn Media.

Grad  Temas

Problema Pre-saberes Estrategia
4]
Unidad 5: Utilicemos Eecunaciones de
10 medidas de tendencia 2.34. 2.35 primer grado, Dueseom postel dn
central. Media, mediana y T e Eeunaclones de del problema
mada. segundo grado.
Unidad T: Resolvamos Operaciones con S
UJH:U!I[[HELIZLUII
1® desigualdades. Intervalos v 2.36, 2.37. o Lo bos,
. . . del problema .
desigualdades. Factorizacidn.
Unidad 9: Utilicemos las Uperaciones bdsicas
funciones algebraicas. con nimeros reales,
2.38, 2.39,
Funciones: algebraicas, 2.49. 2.41 Factorizacion, Descomposiciin
1 polinomiales, racionales, rak Sl Eecuaciones de del problema,
cuadrada, de proporcionalidad e e primero ¥ segundo Patrones.
directa e inversa; vy sus métodos. 244 grado, Sistemas de
Funeidn inversa. e iAcines.
Unidad 1: Estudiemos Sistemas de
g6 sucesiones aritméticas y 245, 246, ecnaciones lineales, Dwrseom posicion
geométricas. Carncteristicas, 2.47. Ecuaciones de del problema.
términos. sepnndo grado.
Unidad 3: Analicemos la Patenciacién,
funelén exponencial y 2.48, 2.49, Sistemas de ey
o logaritmica. Caracteristicas. 2.50 ecuachones, del bloma
Dominio, rango o recorride, B Propledades de i ‘
grificas. logari timos.
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Problema 2. 1.
El producto de VG = V12 % 18 = 20 = 30 = 36 = 12 puede ser expresado

de la forma 2° *3°«5°* 7% Determine a+ b+ ¢+ d.

SG!ECJHH Gfﬁ'j Praﬁfe.ma 2!-

Podemos descomponer 6. 12, 18, 24, 30, 36 v 42 de la siguiente manera:
2x3=6,2"%«3=12, 3 *2=18, 27 x3=24, 2+3x5=230, 2° 3" =36, 3%2
7T =412, Entonces podemos expresar VG * V12 V18 = V21 = V30 = v’-‘i_*vr1_=
9 % 3"« 5 # 7%, Desarrollando el primer término de esta igualdad escribimaos:
-.,‘rrﬁ_a: ‘\||r]__l=k \,Jr]__:k y'rﬁ_* \f;}_[:n JT*W:W*JEE*:{*JHE*2*\;‘123*3*
VI35 ey e a3 2r T =y2 v 30 e 5T =2« /3 a\BayT= 2T #3714
1 1 11 | 1 1

i?

1= 2" %37 % 5% T4

57 = T2, Por las condiciones iniciales tenemos: 22 £ 37 = G2«

2=
2+

11 {

_l_

Entonces, a+b+c+d= +£+ ===11

[

S0 |
I-\..'l

2

Problema 2.2,

a
. R - =34
i Cudl es el entero n méas grande tal que

— s un entero?

t+

Sﬂ!ﬂﬂlﬁ’ﬂ C{ﬁ"j Pfﬂéfﬁ".m# 22:-
ne =38 n?=1-47 nt =38 n=1 i e =38

Escribiremos la expresion como: = = = — = —— =
e+ 1 n+ 1 e+ 1 e+ 1 e+ 1 e+ 1
(n=1)}(n+1) 37 nl=08
—— e —
e+ 1 e 1 e+ 1

n—1 es entero. Por lo tanto,

37
= (I’i'. — 1) — —. Puesto que o8 entero, sabemos que
e+ 1 !

e

1 1
expresion original sea entera. Esto scrd posible nicamente cuando n+ 1 sea

tiene gue ser entero para que toda la

divisor de 37. Puesto que 37 es primo., los posibles valores para este
denominador son: 1. -1 v 37 v -37. El valor que necesita tener n para que el

denominador adquiera estos valores son 0, -2, 36 v -38 respectivamente.
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Problema 2.3,

;Cudl es el menor entero tal que la suma de sus digitos sea 2,013 v el producto

sea E'JIE 13 ?

Solucion I del Problema 2.3

Observemos que los finicos digitos posibles son 1, 2, 4, 5, 8. Esto, porque son
todos los digitos que son potencias de 2 o 5. Ademds, no existe ningiin digito
que sea multiplo de ambos. Por lo tanto, tendremos que la suma de los digitos
del mimero que buscamos se puede escribir como 2013 = 1la + 2b+ 4e+ 5d + 8e
donde a es la cantidad de veces que aparece el digito 1; b la cantidad de veces
que aparece el digito 2; ¢ la cantidad de wveces que aparece el digito 4; d la

cantidad de veces que aparece el digito 5; ¢ la cantidad de veces que aparece el
digito 8.

Ademas, dada la expresion del producto de los digitos, escribimos tambien
22051 = 12 % 2" £ 1« 57 % 8°. De esto se deduce que la tnica forma para lograr el
producto 5 es que hallan 13 digitos 5. Por lo tanto J = 13. Sustituyendo el
valor para d en la expresion que armamos para la suma tenemos: 2013 = 1a +
2b+4c +5(13) + Be = 1948 = la+ 2b + 4c + 8e. Debido a que buscamos el
menor mimero, buscaremos que hava el mayvor nimero posible de los digitos
mas grandes. Observemos que 8+ 243 = 1,944, que nos da un resultado tal que

va no podemos sumarle # mas sin que el resultado sea mayor que 19485,

Asi, definamos ¢ = 243. Para completar la suma de 1948, sdlo necesitamos
sumar 4. Por lo tanto., tendremos que: 2013 = 1(0) + 2(0) + 4(1) + 5(13) +
8(243). Con base a este planteamiento el ntimero que buscamos tendra 13
digitos 5, 243 digitos & v un digito 4. Dado que gqueremos formar el menor
niumero posible, buscaremos colocar los digitos de menor valor en las cifras

mas  significativas, de modo gue el mimero nos guedara  asi:
4555 ...555 BEEEE ... BEEES

e 243

Solucion 2 del Problema 2.3,

Observemos que ¢l 1inico digito, diferente de uno. que es potencia de 5 es el
mismo 5. Por lo tanto. si el producto es divisible por 51 entonces. el digito 5
debe aparecer 13 veces en el nimero. Esto guiere decir que la suma de los
demas digitos sera 2013 —5 =13 = 2013 — 65 = 1945, Esta sera la suma de los

digitos que sean potencia de 2. Las inicas potencias de 2 admisibles sonl, 2, 4,
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v & Debido a gue buscamos el menor nimero, buscaremos que haya el mayor

niamero posible de los digitos mas grandes.

Asi, para formar 1948, veremos 8= 243 = 1944 v va no podemos incluir otro 8
mas en la suma. El 4 restante lo completamos con un digito 4. De todo esto
deducimos que el nimero que buscamos tendra 13 digitos 5, 243 digitos 8 v un
digito 4. Puesto que queremos formar el menor nimero posible, buscaremos
colocar los digitos de menor valor en las cifras méds significativas, de modo que

el niimero nos quedara asi: 4555 ...550 SRESE .. BRRES,
13 243

Problema 2.4.

Demostrar que al multiplicar tres enteros consecutivos v agregar el nimero

central, éste siempre es un cubo perfecto.

Solucion del Problema 2 4.

Consideremos  los  tres nameros enteros consecutives r»—1, o, o+ 1. Al

expresar S como €]l producto de estos tres aumentado en el central tendremos:

S=(@-DEz+D4+r=20"-D4+r=(0"—2)+z=2%

Por lo tanto. al multiplicar tres niimeros enteros consecutivos v agregar el

niumero central, este siempre serd un cubo perfecto.

Problema 2.5,

jCudl es la forma general de los numeros que son el producto de cuatro
niumeros consecutivos agregado en uno?

Solucion I del Problema 2.5.

Calculemos algunos casos particulares: (1)(2)(3)(1) +1 =25 = 5% () (DG) +
1 =121 = 11% (B WGIE) + 1 =361 = 197 (DG)E)(T) + 1 = 841 = 297
(5)(6)(T)(8) + 1 = 1681 = 41%

2

Analicemos los casos particulares detenidamente: (1)(2)(3)(1)+1=25=5
(1+4)%=(1+2%); Q@WE +1=121=11"=2+9°=(2+3)
(B(DEI6) +1 =361 =19° = (3+16)* = (3 +17)".

b
-5

El resultado es el cuadrado de la suma del primer niimero con ¢l cuadrado del

segundo numero consecutivo. En base a estos resultados podemos conjeturar:
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zx+ D+ D@+3D+1=[z+ (@ +1)].

Solucion 2 del Problema 2.5.

Multipliquemos cuatro mimeros consecutivos: z(x+ D@+ 2)(x+3) +1 =
(2 +2) +5x+6)+1 =2+ 5r° + 62 + 23 + 52>+ 6z +1 =2 + 627 + 1127 +
Gr4+l=a'+97+1462" +227 4+ 62 = (@) 4+ 1+ 2H @) +2H)Q) +
23+ @)Y =@+ +2x+ 1) =2+ @+ 22+ D)’ = [z + (= + D)

Problema 2.6.

Siz?+ 52+ 6 esun factor de z* + ax® +b, entonces a + bes igual a:

Solucion del Problema 2 6.

Si 2 +5z+ 6 divide al polinomio z'+ az®+ b, entonces debe existir otro
polinomio 2?4 cr+d tal que (P45 +6)(P4ex+d)=a'+ar’4b
Realizando el producto indicado obtenemos (2?4 5r+6)(x” +ecx+d)=x"+
(5+ c)r? + (5e + d + 6)x? + (5d + 6c)x + 6d.

Combinando los resultados anteriores escribimos: 2V 4+ (64 &)r? 4+ (5e4+d +
6)z” + (5d + 6c)z + 6d =2* + ax® + b= ' + 02 + az® + 0z + b.

Observemos que los coeficientes para cada potencia de x, deben ser los mismaos

en ambas expresiones.

Por lo tanto, para los coeficientes de z° v 2! tendremos: G +ec=0=¢c=

—5 Gd4+6e=0=5d4+6(-5) =0=5d=30= d=6.

Para el coeficiente de 2 tenemos: Sc+d+6=a=a=5(-5)+6+6=a=

—13. Para el coeficiente de zV

tenemos: b = 6Gd = G(6) = 36.

, también llamada constante independiente,

Ahora que tenemos los valores para a v b, podemos concluir: a+b=—-13+
36 = 23.

Problema 2.7.

Los niimeros a, b, ¢ son diferentes de cero, ¥ su suma es igual a cero.

. i h C a C h
Encuentre el valor de la expresion ﬂ+:+1+:+ E+I
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Solucién I del Problema 2.7

. a h P
En la expresion sumemos v restemos a esta -+]-+ - de modo que el valor de
i1 k] T
. . a b c a ¢ b i) c b a I ] a ¢ b b
la expresion no cambie: -~ +-+-+-+-+-=-+-+-+-+-+-=-+-+-+-+
b e a e b oa E b e & a a EF B b e

CpSpSpiyr b c f pag ot fo ) 1-1=-324 4542454
o« a a a L ¢ =« L ¢ = b o oA e b

L] a e b b a I « ] i) . a b a c b asbbe  asbec | asbec
b R R b e e
a | Y T L a a a b o4 o b oa ] o a

as+bte  adlbc | asbec a

4. Sabemos que a4+ b+ c=10. Por lo tanto, + + 3=-3= -+

) § b ] a 1]
e a ;

i+t 4ieo =3

o oa e b oa

Solucion 2 del Problema 2.7

Observemos las siguientes tres expresiones: a+b+ce=0=2>""S=1=14+ :: +-=

1

02 42=—Latb+e=02"2 =023 145+i=0224i=—Latb+e=0=
i’_’“:{]::-1+%+§=[]:>iil+f-’:=—1. Sumando las expresiones anteriormente
. aq s b b
obtenidas escribimos: E+—+£+ = -I-i-l—— = —3.
C a C a

Solucion 3 del Problema 2.7
at+e | IHa Py . atc+b=b

Operemos de la siguiente forma: %+§+§+§+%+%=T+T+T B

b : S
. Recordemos que a+ b+ c= 1, entonces %+:+i+§+i+; =

bda+c=c  c+bba—a

il

SrEiE=1-1-1=-3

Problema 2.8,

Sean a, btal que ab=2=a+b ;Cudl es el valor de a” + b??

Solucién del Problema 2.8,

Observemos que: a+b=2=(a+b)=2"=a%+3a’b+ b’ +b’ =8=a’ +
b' + (3a®b + 3ab”) =8 = a’ + b” + 3ab(a + b) = 8. Por las condiciones iniciales
sabemos que ab=2ya+b =2 Por lo tanto,a’ + b’ +3(D(2) =8 =" + b’ +
12=8=a’+b'=8-12=a’+1" =1

Problema 2.9.

- " . a 1 1 P
Un nimero no negativo r es tal que =~ +zx+-+—==41 ;Cuail es el valor de
frd =

1.
i 4 =7
.
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Solucién del Problema 2. 9.

Notese que podemos sumar y restar —2 a la expresion para formar el trinomio

cuadrado perfecto 2 + \Lj + 2 de la siguiente forma:

e+l =d= 4245 -2 4o 4=

Trinomio
Cuadrado
Perfecto

Factorizando el trinomio cuadrado perfecto que completamos anteriormente
.'_’J
tenemos: x° +;-L'!+ 2—2+«x +i =1= (:‘L‘"‘i) +:r:+£—ﬁ =0. Que se puede a
1 1
su vez descomponer en factores como (::: + 1—_+ I"i) (::: +1-_— 2) =1
Esto puede ser cierto tnicamente cuando uno de los dos factores sea igual a
cero. Podemos descontar la posibilidad de que el primer factor sea cero,

porgue esto resultaria en una solucién negativa para r v lnicamente

consideraremos r positivas.

Ahora consideremos la posibilidad de que el segundo factor sea igual a cero:
:::+Jl_—2= []=:-:::+£=2.

(Jue efectivamente corresponde a un valor positivo de x.

4, 1 - .
Ahora calculemos el valor de x* +—. Para esto utilizaremos repetidamente la
.

: . : 4., 1 PR
estrategia de completar el trinomio cuadrado perfecto: z' + i o -
: z

2:(ﬂ"'ﬁ)?—?.:{ﬂii+2+u—h—2)?_g:((3;4_11.)?_2)2_2_

) ) i,
Anteriormente obtuvimos que © 4+- = 2.
m

Substituyamos este wvalor en la expresion obtenida: ((:;; + l—)_ — ;‘g]- —9 =
((2)* — 2)* — 2=2. Por lo tanto, ='+ JL: =9,

.Pfﬂaf’?jﬁﬂ& 21’!‘9.

Sia+b4+c=0 v abc=1 Determinar el valor de a® + b+ ¢
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Solucidn del Problema 2. 10,

Dcaarmllandn '[:-L-l- 1'J|++t]ig tenemos: I:z-l+b +¢) =a’ + 3a’b + 3ab” + b7 4+ 3a’c +
Gabc + 3b%c+ 3ac’ +3b” +F =a? + b0 + ¢ +("L=L b+ "ia‘c)+("iah + 3b” c)+
(3ac” + 3bc®) + Gabe = a? + b” + ¢* + 3a° (b+c)+-‘ib (a+c¢) +3c(a +b) + Gabe.
Dado que, a+b+c=0=(a+b+c) =0"= (a+b+c) =0.

Entonces, a* 4 b + ¢ + 3a’ (b+c)+ :‘}b?{ﬂ +e)+37(a+b) L6abe=0. De la
condicién  inicial a4+ b4c¢=10 se obtiene gue: b4 e=-—a, atc=-—h,

a+ b =—c. Ademas, sabemos que abe = 1.

"hmtitu}c*ndn estas m{prmiﬂn{*ﬁ en la gue teniamos anteriormente obtenemos:
a’ +b + ¢t 4 3a” (—a)+ 3h° ( b) + 3¢’ (—c)+ﬁf1] —0=2al+b +8—3a" — 37 —
3cf = —6=—2a" — 20" — 2" =—6 2’ + b’ +F =

Problema 2.11.

Sean  a,bc mimeros reales no nulos, demostrar que si abe = 1. entonces:

() + () (4 =0 o+ ) () (o+)

Solucion del Problema 2.11.

Desarrollaremos €l segundo tc’*rminn de ],a -:*{'uac'i-.‘m de la forma siguiente:

'1+(r1+£) (FJ+£){1’:+[)— 1+ﬂb:‘+ + + + b+ 4 m+ﬁ Sabemos que
Lr! [ E'H Ll
abe =1 De este hecho deducimos que: a = —, b= L, o= L, be = l, e = l, ab =
b ar ah a b

I, Ahora sustituiremos estas razones en la -:xxprc“ii-.‘.-n qu-:* teniamos
-

i b
anteriormente. De ahi obtenemos 4+ abe +— + + +-u[:-+ + = +i =41+

1+1+a+0 + P +5+5+5 = (a2 +2+5) + {f +z+—)+( +z+—)—

“a “a
(ﬂ. - l) + (F) + E) + (:’: + l) demostrando que la conjetura propuesta es cierta.
Lrl [

Problema 2.12.

(a,b) Es una solucién del sistema de ecuaciones ab =5, o’b + ba+a+b=42.

. 2, 2
;Cual es el valor de a” +b°7?

SGJPHCJHH G;E.f .Preéfema 2—]2
a’b+bat+a+b=42= (’b+Fa)+(a+b) =42= abla+b) + (a + ) =412 =

(a + b)(ab+ 1) = 42, Puesto que por las condiciones iniciales ab =5 tenemos:
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(a+B)ab+1)=12=(a+D)E+ 1) =12=06{a+b) =42 =a+b=T.
Elevando al cuadrado la expresién anterior obtenemos: (a +b)° = T =a4
Qab+ b =192 a2+ =10 —2ab=>a® + " =19 — 2(5) = a® + b° = 30.

Praéfe.m& Zfi

El nimero primo 1999 se puede escribir como a” — b® donde a,b son enteros.

- E “a
. Cudil es el valor de a? + 577

Solucién del Problema 2 173,

Tenemos que: a® — B = 1999 = (a + B)(a —b) = 1999. Puesto que 1999 es primo,
sabemos que uno de los factores es 1999 v el otro 1. De aqui que podemos
descomponer el problema en dos casos. El primero, haciendo (a + &) = 1999
v (a—b)=1 tenemos (a+b)=1990=a =199 -k (a—b)=1=a=1+
b.Igualando estas expresiones obtenemos 1999 —-bh=14+h = 1008 =2b=
2 = b= b= 099. Luego, a = 1099 — b = 1999 — 999 = 1000. De aqui obtenemos

<3

11_111:- de los valores para a4+ b = 1000° +009° = 1,998,001,

Ahora consideremos el segundo caso: (a+b)=1=a=1—k (a—b) = 1999 =
a = 1999+ b. Al igualar estas ecuaciones tenemos 1—b=1999+b=2b=1—
1999 = 2b= —1998 =2 b = =999, De aqui obtenemos: a=1—h=1—(-999) =
1000. Entonces, a® 4+ b = 1,998,001.

Problema 2.14.

Dado 22 + =28 v xy=14 ;Cuil es el valor de z=? — 3?7

Solucién del Problema 2.14.

Sumando 2ry a ambos lados de la primera expresion tenemos: 2 4 2zy 4 4% =
28 + 2zy = (x + y)* = 28+ 2zy. Conocemos que xy =14 entonces 2xy= 28
Sustituyendo este valor en la expresién anterior tenemos: (¢ +y)° = 28 4+ 28 =

(z4+1)2=56= =+ y =56

Ahora vamos a restar 2ry a ambos lados de la igualdad 2 43" = 28 = 2° —
2ry +1° = 28 —2ry.  Sustituyendo —2ry =—28 en la expresién anterior,
tenemos:x” —2ry + 1y =28—-28 = (z—y)’ =0 =2 —y =0. De los desarrollos
anteriores obtuvimos que x4y =06 x —y=0. De estas dos expresiones

obtenemos: (z + y)(xz —y) = (v’ﬁﬁ () = 2° — 4 =0
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Problema 2.15.
Siz*+ay+r=11 v ¥ +ay+y=28 ;Cuil es el posible valor para = + 4?7

Solucién del Problema 2.19.

Consideremos las expresiones ° + xy+x = 14; 3° + 2y +y = 28. Obteniendo la
diferencia entre estas obtenemos: 2° +a2y+r—19' —zy—y=14 - 28 =2 4 = —
Poy=—U=E"-P)+@@-y=-U=Gc+tYt-N+eE-y)=-l=
(z—yz+y+1)=-11

Ahora consideremos la suma de las expresiones: (2 + ry+ )+ (2 + 2y 4+ y) =
144+ 28 = 2”4+ 2ry+ " + 2+ y=42. Al operar vy factorizar llegaremos a lo
sipuniente: (2 +2ry+ 1)+ +y) =L =2+’ + @+ =12= @+ (= +
y+1) =42

Ahora dividiremos las dos expresiones obtenidas de la resta v la suma
(e (rey+1) _ &2 ey . . g A Do —
o) — 14 = p— =4y dr+dy=4dr—-2y=0=
2r —y =) = y = 2z. Ahora sustituiremos y = 2z en la ecuacion (3): (z —y)(z +
y+)=—-UU=(z-22)(z+2z2+1)=-MM=—a@z+1)=-1= -3z —z +
M=0=3"4+2-1=0=Bz+T)(x—2)=0. Entonces tendremos dos

soluciones posibles cuando cada uno de los factores sea cero. 3r +7=0= = =

anteriores:

_:; También x —2 =0 =x =2. Para x = —% , tenemos: y= 2 =2 (— :;) = —l—;

FPor lo tanto, en este caso el valor de r+y es —7. Para =2, tenemaos:

y = 2(2) = 4. Por lo tanto, en este caso el valor de & + y es 6.

Problema 2.16.
Dado los niimeros z+y=1, v (2 +¢)(a* +%) = 12, ;Cudl es el valor de
a® + %7

Solucidon del Problema 2 16,

Sabemos que x +y = 1, elevando al cuadrado ambos lados tenemos (& +4)° =
1° =224 ey + 17 = 1.

De la ecuacién anterior despejamos x°+ 3% asi obtenemos z° +4° = 1— 2zy.
Ahora factorizaremos los cubos: (22 + )% +4) =12 = (@ + )& + 7 +
y> —ry) =12. Sabemos que x+y=1 v 22+ =1— 2zy.
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Sustituyendo en la ecuacion obtenida despejando cubos obtenemos gque:
(= + 1)+ + 7 —xy) =12 = (1 — 22) (D1 — 22y — 2y) = 12 =
(1—22)(1 —3ay) = 12 = 1 — 3ay — 2oy + 627y = 12 = 6a2”y® —bay — 11 = 0.
Factorizando obtenemos (6xy — 11)(zy + 1) = (.

Esta ccuacion tendra soluciones cuando uno de los dos factores seca cero. Por
tanto: Gry—11 =0 = xy= % v también zy+1=0=2y=—-1. Con este
resultado podemos obtener =° + 3.

aqs v s o “ . P
Podemos utilizar estos valores en la expresion r= 4+ = = 1 — 2y, que obtuvimos

. L] L] - s
anteriormente, para obtener wvalores para -+ y°. BSustituyendo tenemos:

24y = 1—2:::.?;=:-:::'3+y'3=1—2(%)= l—l.—;=—::
obtenemaos 4y =1-2zy=a2"+ =1-2(-1)=14+2=3= 2"+ =3.

Por lo tanto, hay dos posibles valores para x° 4+ ¢°. Estos son: —% v oa

; ; 8 ..
=2l 44 = — También

Problema 217
Sia+bh=14 b+c=13v at+c=9 Calcular abe

Soluciéon del Problema 217

De las expresiones provistas, obtengamos expresiones para a, b v ¢ a+h =
1 =a=1d—-lb+c=13=b=13—cgatc=9=c=9—a Utilizando las
expresiones asi obtenidas, sustituyvamos para simplificarlas: a =11 —-b =14 —
(I3—¢)=14+ga=14+c=14(9—a)=10—-a= 2a=10= a="5. Ahora que
tenemaos un valor para a, podemos sustituirlo en las expresiones anteriormente
obtenidas para obtener asi valores para b v c: ¢ =9 —a=9-50=4h =13 —
c=13—4 =% Por lo tanto, abc =5 =4 9 = 18().

Problema 2.18.

Sean a. b, ¢ mimeros reales tales que o —Th+8c =4 v Bat+dbh—c=7T

a a a
Calcule el valor de o — & + -

Solucion del Problema 2 18,

Despejemos las dos ecuaciones dadas de la siguiente forma: a —7Th+8c =4 =
a=41+7b—8e
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T=db+e
Sat+db—c=7T=a="T"

Todbte a0 4 56b—6dc=T—db+c=60b=65c—25 22b=13c—5 = b =

. Ahora igualamos ambos resultamos: 4 4+ 7b — 8¢ =

13e=5 ) .

%. Como a=41+7b —8e, sustituyendo el valor de ¢ ¥ b en la ecuacion
L . 13c-5 O1c-35

obtenida anteriormente tenemos: a=4+7 (T) —Bc=>a=41 t—F- Be =

4840 1e— 3506 13=5c . : i
4=——Y—""—=>a=—+. Ahora sustituyamos las expresiones que obtuvimos

a a 2
: 2, p : 2, 13-5c)° 13e=5Y° | 2 _ 160-130k+ 25k
en a’ —b” 4+ ¢ Asi tenemos: o> —b + & = ( 1-‘-']{) — ( :_ﬁ ]) +ol=— T — —

LE0K = 130k 25

n o a
9 1E0=130ke 25 = 10K+ 130 k=25 2 ldd=lddik”
E = k=
L4 + Ladd + Ldd
4 1 B
a*—b +c = 1.

+E=1-kK+kK =

Problema 219

Si a+b—c=3; a—b+te=4 Calcular a?— b —c+2c+5a—b+c—3

Solucién del Problema 2.19.

Notemos que: (a+b—ca—b+c)=12=2a*—b"+bc+bc—c —ab+ac+ab—
ac=12=a — b —? + 2bc = 12. Sustituyamos este valor en la expresion que
tratamos de calcular: a? —b° — ?+ 2bc+5a—b—3 =12 +5a—b+c— 3 = 5a—
bh+c+9 Observemos ahora las dos propiedades dadas en las condiciones
iniciales: a+b—c=13; a—hb+ec=4. 5i sumamos estas dos ecuaciones

obtenemos: (a+b—c)+(a—b+c)=3+1=a= ; Si restamos las ecuaciones

obtenemos: (a—b+c)—(a+b—c)=1-3=—-b+c= -t Entonces, a° — b —

:’:-3+2fx':+5ﬁ.—b—:‘}=Q+ﬁﬂ.—f}+ﬂ=g+ﬁﬂ-+(—f}+ﬂ)=_bﬂ.-z—ﬁl'?—ﬁ-3+2f):’:+
sa—b-3=9+5(3)+(5) =9+ 18=27.

Problema 2.20.

Considere a,b positivos tales que (a + b)' = E(r?.'z — FJ'-E)-_ y o’ + b’ =30 Deducir

el valor de ab.

Solucién del Problema 220,

Notemos que para los términos de la ecuacién: (a 4+ b)* = a' 4+ 4a’b + 6a” h? +
1ab® + bY 2(a2 — 12)° = 2(a’ — 2a2b” + b'). De donde a' + 4a’b + 6aZb? + dab? +
b = 2(&" — 2a%b” + h'l'). Luego, a'+44a’b+ 6a’b” + 4ab”’ + b* — 2at + 4a%b” —
2b' = 0 = 4a’b + 10a’b? + 4ab”’ —a' — b' = 0.
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Sumando y restando 2a%b’ en el primer término obtenemos: 4a’h 4 12a° bh? +
1ab® —a' — b' — 2220 = 0 = 4a’b + 12a%b° + 4ab’ — (2" + )2 = 0 = 4a’b +
12a°b* + dab” = [I—L-E + hgjj. Con base a las condiciones iniciales sabemos que
a’+ b* =30 Por lo tanto: 4a®b + 12a?b” + 4ab” = 30° = 1a%b + 12a?b” + 4ab’ =
900 = dab(a® + 3ab + b*) = 900 = 4ab(a® + 3ab + b”) = 4ab(30 + 3ab) = 900 =
12ab(10 + ah) = 900 = ab(10 + ab) = 75 = (ab)? + 10ab — 75 =0 = (ab +
15)(ab—5) =0=2ab=—15 0o ab= 5. Sin embargo. estamos buscando un valor

positivo. Por lo tanto, ab = 5.

Praéfem& 24.?.;.

- . - phs . 1
Un numero positivo x verifica la relacion =+

2

1 .
= 7. Demostrar que =+ 2"
o

es entero v calcular su valor.

SﬂfﬂCIHﬂ JH;PJ’H‘&!&"E& 22!.
- 4 3
Operando la segunda expresion tenemos: f + ' = G + :::) ((j—) - (l) r+

G)-Em?_(i)lmﬂ‘l'ml) ::’ﬁ+:r:"-’= (£+m)(ﬁ_1+ﬂ+1_f+35'l)=>%+:::""=
((+2)(5+2' =5 — 2" +1). Pero notemos que S +a'=T=5+2+4a7=9=
G+:::)-E=Q:>£+;,;:3_ Ademas, J%+:z:"=J%+E+:z:"—2:(ﬁ_hﬁ-z)?_gz

PO . 1 5 1 1 , 1 :
7 —2=47. De lo anterior se deduce que —+a'= (—+ .1:) (—,+:r:" —=—z+
pr - h 2

[

1) =347T-7+1)=3(41) = ﬁ+ " =123 que es un entero.

Problema 2.22.

Sabiendo que z+y+z2=3, aytrztyr=-—1 v axyz=-—5h, Calcular
a° y":" + 2227 + ,?‘,r?:z:"g + ,?;'3:":" 4+ 227 + :iy";

Solucion del Problema 222,

La expresion que buscamos la podemos expresar de la signiente forma:
2yt + 2% ot P+ A+ 2N = 2ty et et R e Pt
2ty =Pty + )+ 222G+ ) 2 Gt = 2yt - D) et e +
y—1y)+ 172 (z+y+x— 1) De las condiciones iniciales tenemos que x4y +
z=3. Por lo tanto, la expresién anterior es igual a: 22/ (3 —2) + 27223 —y) +
223 — 1) = 32ty —2¥Pr 4 32227 — 2?2y 4 3Pt — e = I-I:r:?,?,r'E + 3277 +

32z — 2l —rfyte — 2ty = I-‘i:r:?,?,r'3 + 32222 + 3722 — ywryzr — zyzyzr — xzzzy. De

las condiciones iniciales sabemos que zyz = —5. Por lo tanto, la expresion
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anterior es igual a: 32%¢’ + 32727 + 3727 4 Byz 4 Sy 4 Sxz = 32 4+ 32?2 4
3722 +5(yz + ry + r2). En la expresién anterior podemos sustituir zy 4+ xz+
yz=—1. De modo que resulta en: 32y + 32727 + 3727 + a(—1) = 32 iy +
32 + 3 -5 =30 2t %) — 5. Pero (ay+axz+y2)? =ty + 2222 +
vzt + 20yz + 2otz + 2ry2’. Asi, (=17 =250 + 2227 %2 + 2eyz(e +y + 2). De
donde 1 =z + 222 + 22 +2(-5)@) =2 22 + 2222 + ¥ =1+ 30=31. Por lo
tanto, de la expresién cuyo valor buscamos podemos concluir: a4+ 27°2% +
yrrt + ot + At 20 =300 R + %) -5 =3(31) — H =88

PI‘G.&!&E& 2 23

) ] ) ]
Demuestre que w + (w+ 1)°+w(w+ 1)° es un cuadrado perfecto, con w

entero.

Sﬂfﬁﬂfﬁﬂ Jﬁ'jpfﬂéfﬂmﬂ 22&

Desarrollemos  la  expresidon  anterior: w4+ (w+1)P + (w41’ =uw’+
(w+ 1P +(ww+ 1)) =w+(w+ 1)+ +w) =+’ +2w+1+
(4wl =20 +2u+14+ W +uw)f=w +uwl+2(’+w)+1. Observemos
que esta ultima expresion es un trinomio cuadrado perfecto. Por lo tanto

podemos  escribir: w + (w4 P+ wf(w+ 1) = (w’ +w) + 2w +w) +1 =
((‘Wj +w)+ 1)_. Por lo tanto, w’+ (w+ 1)°+w’(w+1)° es un trinomio
cuadrado perfecto.

Problema 2.24.

Determinar el mimero de enteros positivos n, tales que n? + 89 es un cuadrado.

Solucion del Problema 2.24.

Sabemos que n° 4+ 89 debe ser un cuadrado entonces: n® + 89 = 2. Por lo tanto,
80=22—n?=289=(r—n)(x+n). Dado que 89 es primo. cada uno de los
factores en la expresion puede tomar anicamente los valores 89 v 1. Asi
tenemos: r+n=8l=2z=80—-ma—-n=1=2(E—-n)—-n=1= —2n =
—88 = n =44. También podemos tener: r4+n=1=zr=1—m r—n=81=
(1-n)—-n=80=—-2n+1=80= —2n =88 =2 n=—44. Este wvalor no lo
consideramos una solucién, puesto que necesitamos los posibles valores
positivos de n. Asi que, 44 es el inico entero positivo n tal que n? + 89 es un

cuadrado.
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Problema 2.25.

Encontrar los valores de = que satisfacen (x —5) =

Solucion del Problema 2.25.

La expresion seria igual a 1 cuando la base sea igual a uno, cuando el
exponente sea cero v cuando la base sea igual a -1 ¥ el exponente sea par. En
el primer caso. cuando la base sea igual a 1, tenemos: »—5H =1= 2 = 6. En el
segundo caso, cuando la base es igual a -1, tenemos: * —hH =—1=1xr=4 En
este caso, el exponente serd: 2 —4 = 12 —1=12 que es par. Por lo tanto. la
expresion completa tendra wvalor 1 para x=4. En el tercer caso, cuando el
exponente sea cero, tenemos: 1 —4=0 =12 =41=1r = 42. Por lo tanto, los

valores de x para los gque la expresion es igual a 1 son: —2,2,4, 6.

Problema 2.26.

e - + i a . B o E
JCuintos ntimeros enteros satisfacen la ecuacién (¢ —x — 1) =+ =17

Solucién del Problema 2.26.

Esta expresion sera igual a 1 en cualguiera de los siguientes casos: Cuando la
<1 s P a
base " — 2 —1 sea igual a 1. Entonces., ¢l wvalor total serd igual a 1

independientemente del valor gue asuma el exponente.

Cuando ¢l exponente 22 —7x+12 sea igual a 0. Entonces sera 1
independientemente del valor que asuma la base. Cuando la base 2° —x —1
sea ignal a —1 v el exponente sea par. dado que -1 elevado a cualguier

potencia par sera 1 positivo.

Evaluemos cada uno de estos casos. Para el primer caso, cuando la base
2 —x —1 sea igual a 1, tendremos: 2° —r—1=1=2" -z =2= (2)(z —1) =
2. Dado que 2 es primo, para r tendremos dos posibles valore: @ = 2 v también

r—1=2=2=3. Para el segundo caso, tendremos que: z° —Tr+12=0 =

(x—4)(x—3) =0

Entonces la expresion dard como resultado (0 cuando alguno de estos dos
factores sea cero. Entonces, tendremos walores que cumplen con nuestras

condiciones para: r —4d =0 ==L r—3=0=2x=4.

FPara el tercer caso, buscaremos si existe algiin valor de x para el cual la base

sea -1 v el exponente sea par. Evaluemos primero los valores para los que la
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base sea -1: * —r—1=—-1=2"—2r=0= (z)(x—1)=0. Por lo tanto. la
base serd igual a -1 cuando =0 v r—1=0=2=1. Ya encontramos dos
valores de x para los cuales la base serda -1. Ahora verifiguemos si el exponente

resulta par para alguno de estos valores.

Para x=0 tenemos: z° — Tr+ 12 = (I — 7(0) 412 = 12. Para o = 1 tenemos:r”> —
Tr+12=1°- 7(1) + 12 = 6. Por lo tanto, para @ =0 y para x = 1, la expresion

sera 1.

En conclusion, la expresion tendra un valor de 1 cuando = valga 0, 1, 2, 3 v 4.

A . 3 N o
Por lo tanto, hay cinco enteros que satisfacen (o® —x — 1)7 ~@*E,

Praéfe.m& Zc?z

Encuentre el valor de a s la suma de los cuadrados de las raices de la

ecuacion 2 +axr—2 =0 es 13.

Solucion del Problema 2.27.

Notemos que z° + ax —2 = (x + p)(z + ¢) = 0. Entonces, para algunos p y g que
cumplen: p+g=a, pg=—2, v ademis p°+ ¢ =13. Combinando estos
resultados tenemos que: (p+4q)° =p° +¢° + 2pg = 13 + 2(—2) = 9. Del resultado
se deduce que (p+ ¢)°=9= p+¢=13. por lo tanto, « = +3.

Adicionalmente, verificaremos este resultado. Observemos que si o = 3. La
b . Fod(1M-2) 34y —34vT =347
solucion de 2 +3x—2=0 e x= 30 = :"i_v 45— gi:'"l_-, Tz ETI'[_
=3=v17 . .
N . Entonces se cumple que = +1o=-3 ¥ 1 *15=—2. Ahora

2

verifiguemos que la suma de los cuadrados las raices de la ecuacion sea 13:
L]

-E ) b [l ~ B
2?4yt = (ZO) 4 (2) =0 gyTT 4 Tyt avTT+ D=2 =,
Para o = —3,la solucion de 2> —3x —2es z = a2 ':_E_J;(:JII'[U[_?J =3 _:HH = Hi:rﬁ.
Entonces. hay dos soluciones: :::l=3+_:rﬁ ¥V Ta ;;_:rﬁ .
Se cumple que T+ 3 =3 ¥ Ty *# e = —2. Verificando qgue la suma de los

) =tasVTi+ T4t -

cuadrados las raices sea 13: x>+ 2,° = ("“:’r)? + ("3‘_"{?)-3

31T+~ =2 = 13. En Conclusién, a = £3.
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Problema 228

Sior,y son numeros enteros positivos con  xy =18, rz =3, yz =6. ;,Cual es el

valorde z + y + =27

Solucion del Problema 2.25.

Despejando las expresiones iniciales obtenemos: ry=18 =2zr=—; 1z =3 =
u

3 . .
x == Dado que ambas representan a la wvariable z podemos igualarlas:

18§ _ 3 . . . e
—=-= 18z = dJy = y = 6z. Bustituyendo en una de las expresiones iniciales
y ooz

tenemos: yz= 6= (z)z: = 6= 22 =1 = z = 1. No consideramos la posibilidad
de gue # sea menor que cero, puesto que por las condiciones iniciales debe ser

positivo. Utilizando algunas de las expresiones obtenidas anteriormente
3_ 3 . 15 15 18
tenemos: rs="="=r=hor=—=y=—=—=y=0. Por lo tanto
1 ' 3 ' !
i T :

c+y+z=3+6+1=10.

Problema 2.29.

s T a - e
i = S i Cual es el valor de =7
T=1f ! )

Solucidn I del Problema 2.29

Dividiremos €l numerador v el denominador del primer término entre y. De
ron T
5 " 5 . T
esta forma tenemos: — = - = —= — Despejando - obtenemos:
e : i

=1
!

oy
i 8\ ¥ 8\ 5 8\, ] i 4

Solucién 2 del Problema 229

T - 4 -
Definamos z =- = zy = x. Sustituyamos este valor en la expresion que nos es
¥

. ﬂ:ﬂ:—”i:-#ljzﬂ:i o ::—:I o
dada por el problema: s mes oD 218 =:- z+1 " (z—1)=
8(z+1) =5(z—1) =82+ 8=5:-5=3z=—-13 = s=—".

Praéfe.m& 2 rfﬁ

51 a, b son nimeros naturales {1,2,3...} con a+b+ab =51 Entonces, jcuil es

el valor de a + &7
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Solucién del Problema 230,

Desarrollando la expresion dada en el problema tenemos la siguiente
expresion: a+b+ab=0=2ab+1)+b=0M=2ab+1)+(h+1)=014+1=
(n+ 1)(b+ 1) =55. Sabiendo que la descomposicion en factores primos de 55 es
11 =5, existen dos posibilidades para los factores de la iltima expresion. La
primera, que uno de los factores sea 11 v el otro 5. La segunda posibilidad es
que uno sea 55 v el otro 1. Esta segunda posibilidad, sin embargo, resultara en
uno de los valores a o b siendo igual a cero lo cual contradice una de las
condiciones iniciales. Por lo tanto, solo necesitamos considerar la primera
posibilidad: a+1=5=a=4; b+ 1=11=56 = 10. Por lo tanto, a + b = 141.

Problema 2. 31

Los nimeros reales T cumplen que z+y+ z=1(0. Demuestre que
2+ + 2 = 3aye

Solucion del Problema 2.31.

Notemos que (z+y+2)" = ((z+1) + :}3 =@+ +3@+z+3@x+ "+
P=rt iyt drr e F3 e+ )+ 3 b))+ A =2t Aty et 0
3(x? 4+ 2oy + )z 4 322 322 + 2 =2 47 + 27 4+ 32%y 4 32y® + 6ayz + 32t 4
3z + 3z + 3y = 2+ + A + 3ay(z +y + 2) + 3zyr + 32+ 322+ 32 4
3y = 2 o + 7+ 3ay(e + y+ 2) 4 3ez(r 4y + 2) + 372 + 3y, Pero sabemos
que r+y+z2=0 Por lo tanto:x® + 3’ + 2 + Joyle + y+2) + 3xz(z + y+ 2) +
3z + 3y = P+ + A 3+t = v P+ Jyz(y + z). También
podemos deducir que r+y+ 2z =0= y+ z= —r. Sustituyamos este resultado
en la expresion anterior: =¥ +4° +25 + 3y +2) = P+ + 2 +3ya(—x) =

3
'ty 42— 3ryz De donde (z+y+ 2 =2+t + 2 — Jayz = (.1: +y+ :) =
0
=+ y“'g + - Jryz=0= =+ y"g + 27— Jrye.

Finalmente, z*+ 3+ 2% = 3zye.

Praéfe.m& 232

Sea  a, b, ¢ nimeros enteros v a4+ b+ c =0 Demostrar gue al + b + ¢t es

divisible por a° + b+ 2.
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Solucién del Problema 232,

a

Notemaos quc(ﬂ +b+ f:) —al+b +c +2ab+2ac+2c=2a +b° + 2 + 2ab +
0

YJac+ 2Wec=0=2a+ b +c2 = —2(ab +ac+ be) = (n.'z +b5 + ﬂ?}-— = A(ab + ac +
bhe)? = *1(.'1'3&-3 +a’d + AW+ 2a%be + 2ab’c + En.bn?} = (n.'z +6 4 t':?)_ = *1(.'1'3 ¥4+
aZc? + 2 + 2abe + 2ab’c + Eﬂ.b:"?) = (r]: +6 4 :‘,'3]3 = '1(0.'353 +alct 4%+
2abc(a+ b+ c)) = (o + b + n?)-_ =4 (r:i.'2 b + a’c® + 2b* + 2abe(a + b+ r:]) =

0

’1[:0.-253 +ad?c? + :’:-EF.F]. Luego tenemos que (”2 +5 + r:g)j = -l[r.'ﬁhi +a’d + r-.:'Jh:'Jj.
Sustituyamos esta expresion en el desarrollo del cuadrado: (ﬂ-j +5+ 1*:'3}-E =
at F 0 4 4 200K L 2 2 =t A+ E[eﬁbi +a’c? +£:'3b'3) =al+
b+ ¢t + 2 [4(a%? + a2 + Y] =at +b' + ¢t +2 (a2 + b2 +¢2)"

Entonces, (n.? +02 4+ :‘,'3)-3 =a'+0' 4+ 4+ %(ﬁ‘.? +H 4+ :‘,—3)?. Restand —%(ﬂ? +6 4+
:‘,'3]-3 a ambos términos tenemos: (ﬂ.g + i + r‘?)-E —%(ﬂ.-z + i + r‘fz)-E =al+b' + +

%(n.? +¥+ f:j]-E —%(n.'z +2 + 1’:'3)-E = _—t(ﬂ.j +5+ r‘?)? =a'+ b1+ A

lp = a g e
14, 4 e b et
YV e T .{“‘*‘ 'H]
Calculemos ahora la division — =2

= %[ﬁ.-E +5 + ) =

PE P I E
( —2(ab+ ac + FJr‘]) = —(ab+ ac+bc) = “fi == —(ab+ac+bc) que es  un

entero. Esto demuestra la divisibilidad.

Problema 2.37.
51 x+v+2z=k vy también x+2y+z=k v ademas 2x+v+z=Lkk=1;

a L] L] L] a - - s
Determinar x*+v 42z en funcidon de k. jQué representa k en términos

geometricos?

Solucion del Problema 2.7,

Con base a las expresiones dadas inicialmente tenemos gue: x4+v+2z=x+
vtz=2y+2z=y+z=z—z=2y—-yvy=2z=wx+2y+z=2x+y+z=
x+2v=2x+yv=2y—v=2x—x=v=x. Por lo tanto, r=y= 5

Sustituyamos esto en una de las condiciones iniciales: x4+ v+ 2z =k=z2+ 2+
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a a
k . : : v = Y=
r=dr=k=2ax=y=z= I De esto deducimos que: =2 4+ 17 + 2% = (—J + (—J +
a a

- o b 5 oo
(—) = .'}—_: —.L_

A Ifi 1t
En términos geométricos, en un espacio cartesiano, esta expresion representa

esferas de radio ?L con centro en ((),0,0). Observemos que tendremos una

esfera diferente para cada valor de k. Por tener todas estas esferas el mismo

centro, decimos que son concéntricas.

PP&.&!&E& 234’

Juanita escribié en la pizarra 5 nimeros al azar. De estos nimeros, la media v
la mediana son 9, ¥ la moda 11. ;Cudles fueron los numeros originalmente

escritos en la pizarra?

Solucion del Problema 2 74,

Representaremos cada elemento desconocido con un guion bajo. Como no
conocemos todavia ningiin elemento el conjunto lo representaremos como:
.. _+ . Puesto que la mediana es 9, tendremos que en orden el conjunto
luce como: ., . 89, . . 5ila moda es 11, entonces 11 es un elemento del
subconjunto. Ademas, debe de repetirse mas de una vez puesto que ya
tenemos al 9 en el conjunto. Por tanto, nuestro conjunto queda por el
momento como: . . 9, 11, 11. Luego tenemos que colocar en las otras dos
casillas elementos tales que el promedio sea 9. Esto lo podemos lograr
agregando dos elementos 7. puesto que el promedio entre uno de los elementos

7 v un elemento 11 sera 9. Asi quedaria: 7, 7. 9, 11, 11

Con estos nameros, sin embargo, la moda no seria 11. Por lo tanto debemaos
modificar los dos mimeros 7 sin que se modifique el promedio ni la mediana. Si
sumamos y restamos uno a los nimeros, nos quedan 6 v 8. Asi, no se modifica
la suma total ¥ por tanto no se modifica la media. También son menores que
9, por lo que 9 sigue siendo la mediana. Asi, al final, el grupo de nimeros nos
queda: 6, 8, 9, 11, 11; que cumplen todas las condiciones esperadas.

Problema 2.39.

Tenemos 10 nimeros, €l promedio de estos es 20, removemos uno de estos

niumeros cambiando el promedio a 19, ; QQué nimero fue retirado?
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Solucién del Problema 2 39.

; . . . PR F R e
SEAN X1, Ta, e s Tiy eeeg Ty 108 diez niimeros. El promedio es: =/— : L

i)
Y la suma de los diez mimeros es entonces x; +xa 4+ -+ 2, + -+ 2 = 200.

= 20).

Supongamos que removemos el término x;, el promedio de los nimeros sera:

%JH'" =19 v su suma es r; +x5+ -+ 1, = 17L. Con esta informacion
podemos  escribir: w =20= % =20=171 +x;, = 200 = x, = 29.

For lo tanto, el nimero retirado es 29.

Problema 2.J6.

Sir < —2 entonces a qué es igual |1 — |1+ :::||.

Solucion del Problema 2 30,

Este problema es equivalente a resolver para x = —k donde k > 2. Tendremos:

1 |11.1:

=|1—|1+4 ( k) . Observemos que en este caso —k < —2. Por lo

tanto, al sumarle 1 el resultado serd siempre negativo.

Entonces: |1 11(5.:):1 (I.: 1):1 (k 1): (;.; 2):

k— 2. Asi, para r < —2 tendremos que: |1 ‘1 tx

Problema 2.37.

JCuantos enteros positivos satisfacen la desigualdad

(=) (@-Y) (=22 <o

Solucion del Problema 2.37.

Por simplicidad definiremos S=1+4+3+ -+ 4021. En la expresion original

. . A% 3 42514025 2 1y for
operemos  para  simplificar: (:::—;) (.1:—:) ...(.1:— - ) =(_—3—;) (T_

N 2 a2s\ B o\ raeeayd faaeanesy 1P @e-1)! o Q=2 Qrosan)™®
3 T P - 3 - P 2 wen P - .'_';.| P wen "_’:'IHI -
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2°9(2z — D'(2z — 3)" ... (22 — 1025)"°. Entonces, 2°(2z —1)'(2z —3)" ... (2z —
40257125 < ),

FPara que se cumpla la desigualdad, serda necesario que una cantidad impar de
factores sea menor que cero. Observemos también gque 2°% sera siempre
positivo. Por lo tanto, €l problema original es equivalente a resolver:
(22 — 1)'(2z — 3)7 ... (22 — 4023 (22 — 1025)"*° < (). Y este a su vez, debido a
que los exponentes son todos impares, es equivalente a resolver: (2z — 1)(2r —

3) (22 —1023) < (0. En donde podemos ohservar que: 2r—1>2r—3 > - >
21 — 4023 = 2x — 4025,

Observemos que para x = 2013 . el menor factor sera 2 = 2013 — 4025 = 4026 —
4025. El resultado es positivo. Al ser éste el menor de los demids, esta
garantizado que también son positivos. Para @ = 2012, tenemos: 2 = 2012 —
A025 = 4024 — 4025 = —1 gque serd un numero negativo. Puesto que los factores
difieren en 2, todos los demas factores seran positivos. Para @ = 2011, el
siguiente factor también seria negativo resultando en un valor positivo para la
expresion completa, v asi sucesivamente. De modo que el resultado sera
negativo para todos los ¢ pares. El mayor factor serd negativo cuando x sea
ignal a 0. Observemos: 2r—1=2+0—-1=—1. De esto deducimos que la
condicion se cumplird para = =10,2,4,...2012. Sin embargo, por las condiciones
del problema, r solo puede tomar valores positivos. Por lo tanto, la propiedad
se cumplirda para los numeros enteros positivos 2, 4, .. , 2012, En total, hay

1006 enteros positivos que satisfacen la desigualdad.

Pfﬂé!ﬁﬂ& Zn?g

Supongamos que f(x) =ax+b, con a,b nimeros reales. Definimos f (r) =
flx) v [, = f(f (x)) para todos los enteros positivos n. Si f.(z) = 128z +

A81 ;Cudl es el valor de a + b7

Soluciéon del Problema 2 38,

Observemos que para obtener la expresién para f  (x) = f(f (2)) es una

composicién de funciones. Para algunos valores de n tendremos: f (z) = f(z) =

ar+ b f,(r) = le (x) = f{f{’:)) =alaz +b)+ b= az+ab+h L) =
fop () = f(f(f{’:))) =ala’z+ab+ D) +b=cd’z+a’btab+b..

De lo anterior, observamos claramente que para cada nuevo [ H(:::} la

expresion del anterior se multiplica todo por a v se le suma b comenzando con
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ar+ b para n = 0. Por lo tanto, tenemos que la expresion general para f”(:::)
nos queda: f (x) =a"z + (@"' 4 +a")b. De aqui que: f.(z) =a'z + (a" +a” +
a' +a’ + a® + a' + a")b. De acuerdo con las condiciones iniciales, sabemos que:
f-(x) = 128z + 381. Entonces, A’ =128 = 2" = =2 Y también.(a’ +a” +a' +
@ +aital+ah=(2+2+2' + 2+ 2+ 2 + =127 =381 = b= =3,
Por lo tanto, a4+ b=24+3 =5 _

_Pfﬂ.éjﬂ‘mﬂ thy
Dada la funcidén f(z® + 1) = 2 + 52% + 3, deducir f(z® — 1)

Solucién del Problema 2.79.

Observemos que podemos factorizar de la siguiente forma: f(z®+1) =24+
522 +3=('+ 2D+ U+ D) -1=2+ D+ + D) 1= fz* + 1) =

(2 + (2 +1)—1= (I::z:'E + 1)+ I"i)l::r:'E +1)—-1=(="+1)*+3(=*+1)—1. De lo
anterior, podemos concluir que f(n) =n®+3n—1. Por lo tanto, f(z®—1) =

(2 —1) +3" - 1D —-1ld=a' -2+ 1+ 32> -3 —1=z2'+ 27— 3.

Problema 2. 40.

Para todo real z, la funcién f(z) satisface 2f(z) + f(1 —2) =2 para todo

valor real de . Calcular f(5).

Solucidon del Problema 2 40,

Dado que 2f(z)+ f(1—x) = z°  obtenemos: 2f(5)+ f(—1) = 5% — f5) =
L::_I'} Ahora, de forma analoga, construyamos una expresion para f(—4):

(D) + f(5) = (1) = f(—1) = 16-16) Luego, sustituyendo f{(—4) en la

2

primera expresion por el resultado obtenido en la segunda tenemos f(5) =

25-f(-4) _ l:_[w]
S .

1) =2,

Despejando  f(5) en la expresidon anterior obtenemos

Problema 2. 41,

Sea f una funcidn cuyo dominio son todos los reales: f(x) +2f (H IH) =

x=1
1028 — x. Calcular el valor de f(2015), si = # 1.
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Solucién del Problema 2. 41.

. 242013
Para = 2. tenemos:

") = 1028 —2 = f(2) +2/(2015) = 1026. De
esto se deduce que f(2) = 4026 — 2f(2015). Para r = 2015 tendremos: f(2015) +
2f (B2) = 4028 — 2015 = f(2015) + 2f(2) = 2013,

25=1

De aqui que f(2015) = 2013 — 2f(2). Sustituyendo la expresion que obtuvimos

para f(2) en la expresion para f(2015) tenemos: f{2015) =2013 —2f(2) =
£(2015) = 2013 — 2[2 * 2013 — 2£(2015)] = f(2015) = 2013 — 1(2013) + 4£(2015) =
—3£(2015) = —3(2013) = f(2015) = ‘:"“;“ D = §(2015) = 2013.

.Pr'ﬂé!ﬁmﬂ 2—42
Encuentre el valor de f,,(3), si f,(x) = Y [ @)= .ﬂl(.f”[:r:)].

Sﬂjﬂﬂlﬁrﬂ .!1 d’efpra.éfe.ma 24‘2

Observemos que para el caso general de f  (x) tenemos: f  (x) = f"(.fﬂ[m]] =
1

1-f (=)
f”(::J - {;}

f1+1(3) = ﬂ|(fl 3)] = -

Ahora consideremos los siguientes casos c:apc:r:fﬁm:i: para r = 3 tenemos

—3 fl(%)—f.mw—f..(f..(-':)) roiw e e O
ne - }

Observemos que de aqui en ad-:*lant.c* los wvalores se repetiran. Por ejemplo
c . 1 ‘ ‘
f,(3) = f—zn(f}) fu{fv“)) = FU:I - {33 =L@ =—-5 L@) = f-m(“] =
. _ _ 2 — — L _
fll[fi(':)) - l—f:1[~'3}l - l—{—ﬂ - fl “) a? f('}) fl+l{'}) ﬂl(fl('})) - “U} - G)
f,(3) = 3. Y dado que el valor de f _ () estd determinado en funcién de f ()

de la forma anteriormente definida. entonces los valores siguientes serdn

repeticiones de los anteriores. De este modo, para n de la forma 3k, donde k es

1

entero, tendremos que f, () = —=.

Para n de la forma 3k+1 tenemos f,,  (z) = ::, farea(@) = 3. Observemos que el

nimero 100 se puede escribir como 9941 = 3(33)+1 Es decir, que 100 es de la
forma 3k+1. Por lo tanto f, (3) = :;
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Solucién 2 del Problema 2. 42

Sabemos que f;(3) =$= —_-t. Ahora, tomemos un f,(3) = —% Observemos

que en este caso qué los siguientes valores seran: f,,(3) = f"(f”(ﬂ)) = L-rl('aj =
1 2 . . 1 1 . . .

m = —;, f,l_,_-g(.'}} = ﬂ|(f”+l(ﬂ)) = 1L, 1 (1) = l—G} =3 ﬁw,‘i{f}) = fll(fu+'3(ﬂ)) =

1 _ 1 1

Ifea(®  1-() 2

Por lo tanto, los valores en que resultara fﬂ.(:ﬂ se repetiran en un ciclo de tres,

dado que f,(3)= —L,. también f(3)= f.@)=-=7f,0)= —= para un k

a k]

entero.

De igual forma, podemos concluir que f,,  (3) =% y también f,, .(3)=3.

Dado que 100 es de la forma 3%k + 1 entonces f,,(3) = f,,,,(3) = %

Problema 243,
Calcular f(2013), si f(3z+ 1) = 922 + (927) .

Solucion del Problema 2.4,

Hagamos 3z +--=2013= (3z + ;L) =2013" = (32)° +2 (32) () + (i) =
s
2013° = (32)2 +2 + (;i) =2013% = 922 + (“_l) — 90132 — 2.

Por lo tanto: f(2013) = 2013° — 2.

FProblema 2. 44,
Hallar f(2013) si flz +v) = flz) + f(y) + 22y + 2013 v f(x) = f(—x).

Solucion del Problema 2. 44,

Observemos que: fl0+1)= fI0)+ f(1)+2+=0=14+ 2013 = f0)+ f(1) +2013 =
f(0) = =2013. Luego hagamaos
F(2013 — 2013) = f(2013) + f(—2013) + 2(2013)(=2013) + 2013

Dado que f(x) = f(—z) la anterior expresion es equivalente a f(0) = f(2013) +
£(2013) —2(2013%) + 2013 = —2013 = 2/(2013) — 2(2013%) + 2013 = f(2013) =

2E0F) 2 o, 1a013) = 2013° — 2013 = 4050156.
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Problema 2. 45.

La sucesion {u,} definida sobre los nameros naturales
= Lwg =2, Uypa e —2u, v sea V,=wu,, —u, Mostrar que v, es una

sucesion geométrica.

Solucion del Problema 2 45.

De acuerdo con la definicidn, el primer término de las V, es V, = u,,, —u,, El
primer término de la secuencia serda: V) =us. —u; =2 —1 = 1. Ahora. dado que

V., = t,p — . ohservemos la forma del siguniente término: V, , = w00 — ,4.

Utilizando las condiciones iniciales tenemos: V., = (31, — 2u,) — 4, =
21,41 — 1) = 2V,. Esto indica que cada elemento de la sucesion es el doble del

anterior. Por lo tanto, la sucesion es geométrica.

.PJ'G&!EEH 2— 46:

Los cinco primeros términos de una progresiom aritmética son 8,a,b, e, da.

Calcular el séptimo término de la progresion.

Solucién del Problema 2.40.

Como es una progresion aritmética consideremos a; = 8,00 = a,aq = bay, =
o, = 30 v se cumple que a; = a; ae =, Fh ay=at+khay,=as+ ks as =a, +
k. Sustituyendo tenemos a, =8 as =8+ 8 ay3 =8+ 2k ay =8+ 3k a; =8+ 1k
Pero a; =3n =28+ 4k =3a v e =a=8+k=n. Con esta informacion
H4+4k = 3a

8+k=a

armamos ¢l sistema {

Restando las ecuaciones obtenemos: (8+ 4k) —(8+ k) =3a—a=3k=2a=2 k=

%ﬂ.::-ﬂ+%r1=ﬂ.::-%n.—ﬂ.=—8::- —%ﬂ.= —8=a=21 Deducimos que
B+k=24=k=16. Asi. los términos serian iy =8 o =24 ag =Alkay =
56; a; = 72, Deducimos que: ag =8+ 0k=8+5(16) =88 vy, finalmente,
a: = 8+ 6k =8 +6(16) = 104.

*

Problema 2.47.

Si oy —L1L2y +2,7y +1 son los tres primeros términos de una sucesion

geomeétrica de niimeros enteros, determine el valor de .
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Solucién del Problema 2.47.

Notemos que vy —1, 2y + 2,7y + 1 son términos de una sucesion geométrica de
numeros enteros, por lo que se deduce que o, =a=y—1; s =ar=(y— L)r =
2y +2; ay = ar’=(y— 1)r’ = Ty+ 1. De la expresién anterior para a, tenemos:
as=ar=(y—1r=2v+ 2= L2

= T.
yv=1

Sustituyendo en a; tenemos: (v — 1) (%) =Ty + 1. Entonces, (2y+ 2]-3 =
Ty + 1) -1 =247+ 8y +4=Ty" =Ty +y—1= -3y* + 14y +5 = 0.

o
—HE JUT-4(=305)  _g4/TORR60 _ —144v356 - 14416

Resolviendo  tenemos: v = = : De
- 2(=1) =i =i =i
. —ld416 2 1 —14-16
donde obtenemos dos soluciones: v, = =—=—- N Y, = =

1 —ii —fi k]
-3 _ . o -
- = O La primera solucion, y,, podemos descartarla porque no resultaria en
=i

una sucesion de enteros. Para g =5, obtenemos una sucesion de enteros: 4,
12,  36. Por lo tanto, y = 5.

Problema 2.48.

Sea n un entero tal que Lﬂgf; ® Lr}g':; * Log: ... Log™*!

. = 2005. jEs n par o impar?

Solucién del Problema 2 45,
Lnb

Utilizando el cambio de base Lﬂgi: =1 Notemos que:
LT

5 4 1 Ind  Lnd Lre(n+1})
Log,* Log, * ..* Lo =—k—% ¥ .
_’-13 ﬂgﬂ g” In2  Ind Ln(n)}

De esto deducimos que:

L *ﬂ . Luf *@ - Lrn(n) Lnlnel) = 2005 = 1
In2 Imd Ind Ind Ln{n=1) Ln(m) Ln(Z)

* Ln(n+ 1) = 2006 =

1
La(2)
nimero impar.

e+ 1

#n(n+ 1) = 2005 = Log,” = 2005 = P = 1p=2"0_1 que es un

Problema 2.49.

Dado log,20 =a y log,n =4a ;Cudl es el valor de n?
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Solucién del Problema 2. 49,

Las expresiones logaritmicas anteriores pueden expresarse también de forma

FAr)

a2 a
exponencial: log,20 =a = 9° = 20; log,n = da = A =n= {H‘} =n=9"=n.

Sabemos que 9% = 2().

Utilizando esta informacién obtenemos que: n = 9% = (992 = 20% = 400.

Problema 2.50

Logm:::"; + Lﬂgmyf =11

Hesuelva el siguiente sistema de ecuaciones: { I 2_ g 3 _ g
0T — LG gY T

Solucién del Problema 2.50.

Reescribamos las expresiones dadas utilizando la propiedad Log z" =n Log_ .
3 Log,,r + 2Log,y = 11

2Log,x — 3Log,y = 3 Multiplicando la primera ecuacidn

Azl obtenemos {

por 2 v la segunda por -3 obtenemaos {ﬁ Logyez + 4Logyyy =22 Sumando
o ' o —6 Log,,x +9 Log,,y =—9 ~ -

estas dos ecuaciones tenemos 13Log,y=13= Log,y=1=y= 10" = 10.

Ahora sustituyamos este valor en el sistema de ecuaciones gque obtuvimos

inicialmente. De esta forma obtenemos el valor de z: 3log x+2Log y =

11 = 3iog,, = +2Log 10 =11=3log,,x+2(1) =11 = g,z =3 ==

107 = 1000.
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